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Einleitung

Seit Witten 1994 erstmalig die Seiberg-Witten-Gleichungen formuliert hat [22], ha-
ben sich diese bei der Klassifikation glatter 4-Mannigfaltigkeiten als sehr niitzliches
Werkzeug erwiesen. Insbesondere liefert die Seiberg-Witten-Eichtheorie bis dato nur
vermutete Verbindungen zwischen komplex analytischen und glatten Invarianten
[4]. Nach einer Idee von Pidstrygach [17] untersuchen wir eine Verallgemeinerung
der Seiberg-Witten-Gleichungen fiir den Fall, dass die Basismannigfaltigkeit M eine
Kahler-Struktur zulésst, und erarbeiten eine algebraisch-geometrische Beschreibung
des zugehorigen Modulraumes.

Der Text gliedert sich in vier Kapitel. Zunéchst klaren wir einige grundlegende Begrif-
fe und Notationen zur komplex analytischen Geometrie. Im zweiten Kapitel wieder-
holen wir die Theorie der Seiberg-Witten-Gleichungen fiir den klassischen Kéhler-Fall
und formulieren einige Beweise aus [14] ausfiihrlicher. Im dritten Kapitel erarbeiten
wir das Setup fiir die neue Theorie und im vierten Kapitel analysieren wir den gera-
de definierten verallgemeinerten Modulraum, insbesondere im Hinblick auf komplex
analytische Aspekte.

Fiir das neue Setup liefern die Hyperkahlerstruktur und einige Gruppenwirkungen
auf H einen Blickwinkel auf die klassische Situation, den wir dahingehend verallge-
meinern, dass wir die Faser im positiven Spinorbiindel durch eine Hyperkéhlerman-
nigfaltigkeit mit spezieller Gruppenwirkung austauschen. Diese Verallgemeinerung
ist bereits in [21] zu finden. Bei den neuen Fasermannigfaltigkeiten, die in der Li-
teratur als Gibbons-Hawking-Raume oder , k-center gravitational multi-instantons*
bekannt sind, greifen wir ebenfalls auf eine Beschreibung aus [21] zuriick und wei-
sen die erforderlichen Eigenschaften explizit nach. Im Eguchi-Hanson-Fall (2-center-
Gibbons-Hawking) vollziehen wir die Beschreibung als Hyperkahler-Reduktion von
H? nach. Um einen Dirac-Operator fiir dieses neue Spinorbiindel zu erhalten, ver-
allgemeinern wir kovariante Ableitung und Clifford-Multiplikation. Damit steht der
Formulierung von verallgemeinerten Seiberg-Witten-Gleichungen nichts mehr im We-
ge. SchlieBlich zeigen wir, dass die Eichgruppe C*°(M, S') wie im linearen Fall auf
den Loésungen der verallgemeinerten Seiberg-Witten-Gleichungen operiert und somit
einen verallgemeinerten Modulraum definiert.

Im vierten Kapitel leiten wir zundchst eine verallgemeinerte Weitzenbdck-Formel her.
Mit einer technischen Umformulierung machen wir dabei die Methoden aus [17] fir
unsere Situation nutzbar. Diese Weitzenbock-Formel erlaubt es uns, die Holomorphie
verallgemeinerter Spinoren zu zeigen, indem wir auf eine zusédtzliche Symmetrie auf
den Loésungen der verallgemeinerten Seiberg-Witten-Gleichungen schlieflen. Schlief3-
lich kénnen wir auch Aussagen iiber den Wertebereich verallgemeinerter Spinoren
treffen und die Verbindung zur algebraischen Geometrie auf die eindeutige Losbar-
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keit einer Familie von nicht-linearen Differentialgleichungen reduzieren, welche der
Kazdan-Warner-Gleichung [11] sehr dhnlich sehen.

Uberblick

Der klassische Kahler-Fall Betrachten wir kurz die klassische Situation ([22], [4],
[14], [16]): Sei M eine Kéhlerfliche mit K&hlerform wys. Das positive Spinorbiindel
WZF splittet in WZF =L& KJ\_/[l ® L, wobei L ein komplexes Geradenbiindel ist
und K]\}l das antikanonische Geradenbiindel. Sei weiter (A,1)) ein Paar bestehend
aus einem Hermiteschen Zusammenhang A auf dem Determinantenbiindel L'dLet =
K ;41 ®L? von I/VL+ und einem positiven Spinor ¢ = a+ 3 (beziiglich obiger Zerlegung
von W; ). Dann vereinfachen sich die Seiberg-Witten Gleichungen wie folgt:

5304—1—5*3,3 = 0
=

4
02 _ 1
Fym = 5

| = 18]%) was

{ DAY 0
c(FY) = @) — gl iy
(*)

Hierbei bezeichnet 24 den mit A gekoppelten Dirac-Operator und Fj4 die Kriim-
mung von A. Der Hermitesche Zusammenhang A entspricht vermoge A = ¢ ® B2
eindeutig einem Hermiteschen Zusammenhang B auf £, wobei ¢ der vom Levi-Civita-
Zusammenhang induzierte Zusammenhang auf K]T; ist. Weiterhin wirkt die Eich-
gruppe C*®°(M,S') auf den Lésungen (A,) dieser Gleichungen und somit ist ein
Modulraum .7, definiert.

Es stellt sich heraus, dass das Zusammenspiel dieser Gleichungen zu einem holomor-
phen Blickwinkel fithrt: Wenn der Grad des Determinantenbiindels nicht verschwin-
det?, tritt einer der folgenden Fille ein:

Fall 0: deg(Lqet) <O Fall 1: deg(Lget) > 0
A ist holomorph, A ist holomorph,
0£Y=acl(L 0£yp=Bel (KoL
e | DFU=aErE) e | DFU=BETUG @ L)
ist holomorph bzgl. A, ist antiholomorph bzgl. A,
(DM = flafoum (F)M = —1l6Pwm

Schliellich zeigt ein Resultat von Kazdan and Warner [11], dass die Losungen von
(%) eindeutige Representanten in einem groferen Konfigurationsraum mit komple-
xifizierter Eichgruppe C*°(M, C*) sind. Das ermoglicht eine explizite Beschreibung
des Modulraumes durch Divisoren und charakteristische Klassen:

Fall 0: .#, = { effektive Divisoren D, so dass ¢1(On (D)) = c1(L) }
Fall 1: ./ = { effektive Divisoren D, so dass ¢1(Oy(D)) = ¢1(Kp @ £71) }

2Andernfalls (x) < (¢ = 0 and F{ = 0) und der Modulraum .7, fallt mit dem Modulraum der
antiselbstdualen Zusammenhénge zusammen.



Einleitung 3

Die Verallgemeinerung Die Idee der Verallgemeinerung von Pidstrygach [17] be-
steht darin, die lineare Faser im Spinorbiindel durch eine geeignete Hyperkéhlerman-
nigfaltigkeit zu ersetzen. Prinzipiell kommen dafiir solche Fasermannigfaltigkeiten
infrage, die eine isometrische Wirkung der Holonomiegruppe der Basismannigfaltig-
keit zulassen. In dieser Arbeit betrachten wir den Fall, dass die Basismannigfaltigkeit
Kahler ist. Entsprechend sind die Anforderungen an die Isometriegruppe der Faser-
mannigfaltigkeit weniger restriktiv als fiir allgemeinere Spin®-Mannigfaltigkeiten.
Genauer zerfillt das positive Spinorbiindel WZF im klassischen Ké&hler-Fall in zwei
Hermitesche Geradenbiindel. Deshalb schreiben wir mit einem geeigneten S! x S'-
Biindel @1, auch W; = Qr Xg1xg1 C?. AuBerdem kénnen wir die meisten Terme,
die in das klassische Setup eingehen, umformulieren, indem wir die Hyperkéhler-
struktur auf €C? = H sowie eine quaternionsche Momentenabbildung einbeziehen,
die wir aus der Hamiltonschen diagonalen Operation von S' auf C? erhalten. Fiir
die Verallgemeinerung ersetzen wir nun die Faser C? = H durch eine Hyperkéhler-4-
Mannigfaltigkeit (X, g, I, J, K), die eine isometrische S* x S'-Wirkung zulésst, welche
dhnliche Eigenschaften wie die S! x S'-Wirkung auf der linearen Faser erfiillt — zum
Beispiel dieselben Relationen mit (I, J, K). Wir verlangen weiter, dass die diagonale
S1-Operation Hamiltonsch ist und uns drei Momentenabbildungen (uy, iy, px) be-
reitstellt, welche X an den reguliren Punkten als S'-Hauptfaserbiindel beschreiben.
Jeder k-center-Gibbons-Hawking-Raum ist ein Beispiel fiir eine solche Hyperkahler-
mannigfaltigkeit, darunter die lineare Faser C? als 1-center-Gibbons-Hawking-Raum
selbst [7]. Eine explizite Konstruktion kann [21] entnommen werden. Wir bemerken
weiter, dass fiir diese Mannigfaltigkeiten das Urbild p¢ 1(O) unter der I-holomorphen
Abbildung pue = pg + ipg sich von zwei sich schneidenden Geraden (lineare Fa-
ser) zu einer Kette von 2-Sphéren mit zwei ,offenen* duBeren Randsphéren éndert
(allgemeiner Gibbons-Hawking Raum, vergleiche Abbildung 0.1).

Abbildung 0.1 Die Niveaumenge u@l(O) C X im Gibbons-Hawking-Raumes X

Indem wir die kovariante Ableitung und die Cliffordmultiplikation verallgemeinern,
erhalten wir einen nicht-linearen Dirac-Operator P4 und somit das foldende Analo-
gon zu den klassischen Seiberg-Witten-Gleichungen:

Pl = 0
(FDM =

02 _
FA -

pr(P)wnr (%%)
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Hierbei bezeichnet i einen verallgemeinerten Spinor. Wieder wirkt die Eichgrup-
pe C®(M,S') auf den Losungen (A,v) von (xx) und definiert somit einen neuen
Modulraum .7, x .

Ergebnisse und Ausblick In diesem verallgemeinerten Setup beweisen wir eine
Weitzenbéck-Formel in L2-Normen #hnlich wie in [17]. Damit schlieBen wir auf eine
zusiitzliche Symmetrie auf den Losungen (A, 1)) des Systems (%x). Ahnlich wie in [9]
folgern wir:

a) Wenn (A,v¢) das System (xx) lost, dann ist uc(y) = 0 und A ein holomorpher
Zusammenhanyg.

b) Wenn A ein holomorpher Zusammenhang ist, dann ist die erste Gleichung,@’f}@b =
0 von (%) dquuialent zur Holomorphie des verallgemeinerten Spinors 1 beziiglich

A.

Weiterhin impliziert die zusétzliche Symmetrie und die Holomorphie der Lésungen
von (x«), dass der Grad des Determinantenbiindels wiederum eine Fallunterscheidung
vorgibt:

c) Wenn (A1) eine Lésung von (%) ist, so ist entweder us(v) konstant® oder das
Bild von v liegt in genau einer der Sphdren S,. Im letzteren Fall bestimmen die
Gibbons-Hawking-Zentren eine Unterteilung von R in offene Intervalle 1, so dass
fira=20,...,k:

Fall a: deg(Lqget) € Lo, dann sind dquivalent

A ist holomorph,
Y € T(QL Xg1xg1 Sa) is holomorph bzgl. A

und bildet nicht konstant auf ein Gibbons-Hawking-Zentrum ab,
(FOY = fur()wm

(k) <=

Indem wir explizite Biholomorphismen fiir die punktierten Spharen S, = CP! fiir
a=1,....k—1und S, £ C fiur a = 0, k konstruieren, kénnen wir die obigen
Faserbiindel als holomorphe Biindel identifizieren:

Qrxg15515 = L QL X 514515, = P(K$,&L) QrXgiy51 Sk = K¥,@L7!

Diese Biholomorphismen kénnen nicht isometrisch gewéhlt werden, auch wenn die
S x S1-Wirkung sich zu einer isometrischen Wirkung iibersetzt. Somit erhalten
wir schlieBlich einige nicht-lineare Differentialgleichungen, die sich nur wenig von

3Dann gilt A1 x = { A | FX =ijcwny } fir eine Konstante ¢ € R, die vom getroffenen Gibbons-
Hawking-Zentrum abhangt. Vergleiche mit dem linearen Fall, bei dem wir nur ein einziges Zen-
trum haben und ¢ = 0 ist.
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den Kazdan-Warner-Gleichungen unterscheiden, und die, wenn sie eindeutige glat-
te Losungen haben, &hnliche Resultate wie im linearen Fall implizieren, d.h. eine
Formulierung des Modulraumes durch Divisoren und charakteristische Klassen. Ins-
besondere erwarten wir

Fall 0: .} x = { effektive Divisoren D, so dass ¢; (O (D))
Fall k: /1 x = { effektive Divisoren D, so dass ¢1(Op (D))

c1(£) }
c(Ky oL }

flir die dufleren ,,offenen“ Sphéren. Desweiteren legt das verallgemeinerte Setup nahe,
dass auch nicht-effektive Divisoren zum Modulraum gehoren kénnten. Zudem erwar-
ten wir weitere Resultate durch Variieren von Anzahl und Konstellation der Gibbons-
Hawking-Zentren. Letzten Endes kénnte dies auf neue Verbindungen zwischen der
komplex analytischen und der glatten Klassifikation von 4-Mannigfaltigkeiten fiih-
ren.






1 Grundlagen

1.1 Kadhlergeometrie

Wir fassen in diesem Abschnitt einige grundlegende Eigenschaften und Notationen
fiir Kdhlermannigfaltigkeiten zusammen. Ausgehend von einer fast komplexen Struk-
tur auf einer Mannigfaltigkeit M, d. h. einem Automorphismus I des Tangentialbiin-
dels TM, der I? = —1 erfiillt, geben wir folgende

Definition 1.1.1. Eine Kahlermannigfaltigkeit (M, g, I) ist eine Mannigfaltigkeit M
mit Riemannscher Metrik g und fast komplexer Struktur I, so dass gilt:

(1) I ist orthogonal beziiglich g, d.h. g(I-,1) = g(-,-).
(2) I ist kovariant konstant beziiglich des Levi-Civita-Zusammenhangs.
Wir nennen die (nichtentartete) 2-Form wy(-,-) := g(-,I-) Kahlerform.

Notiz 1.1.2. [13] Wenn die Eigenschaft (1) erfullt ist, dann ist (2) dquivalent da-
zu, dass die Kéhlerform wy geschlossen ist und der Nijenhuistensor Nijenhuistensor
Ni(X,Y) = [IX,IY] — [X,Y] — I[X,IY] — I[IX,Y] fur alle Vektorfelder X,Y €
(T M) verschwindet. Also ist die Kéhlerform wy symplektisch und die fast komple-
xe Struktur I definiert nach einem Satz von Newlander-Nirenberg tatséchlich eine
komplexe Struktur (siehe auch [20]).

Insbesondere ist jede Kéhlermannigfaltigkeit von gerader Dimension 2n und kano-
nisch durch die Volumenform

1
dvol = —w"
n!
orientiert. Auf dem Tangentialbiindel T'M erhalten wir durch
h=g+iw

ein hermitesches Produkt (konjugiert-linear im zweiten Argument). Das SO(2n)-Rah-
menbiindel reduziert zu einem U(2)-Biindel iiber M.

Lemma 1.1.3. [20] Sei (M, g,I) eine Kihlermannigfaltigkeit von komplexer Dimen-
ston n und m € M. Dann gibt es in einer Umgebung von m holomorphe Koordinaten

‘ 9 9 o (0 2
(zj = y2j—1 + Zy?j)g:l,.-.,n’ s0 dass g(@ m’ Y5 m) = 0ij und @g(ﬂyi’ 8T/J)‘m =0

Definition 1.1.4. Fiir eine Kéhlermannigfaltigkeit (M, g, I) nennen wir Koordina-
ten (zj)jzlw,n mit den Eigenschaften aus 1.1.3 normale Koordinaten.
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Fir diese Koordinaten setzen wir
0 1 0 0 0 1 0 0
= — = — = — +i— 1.1
zj 2 <6y2j1 8y2j> 0zj 2 <53/2j1 392]') (1)

dzj = (dyzj—1 +iy2;)  dzj = (dygj—1 — iy;) (12)

sowie

1.1.1 Hyperkahlergeometrie

Definition 1.1.5. Eine Hyperkdhlermannigfaltigkeit (X, g, I, J, K) ist eine Riemann-
sche Mannigfaltigkeit (X, g) mit drei komplexen Strukturen I, .J, K, die Folgendes
erfiillen:

(1) Essind (X,g,1), (X,g,J) und (X, g, K) jeweils Kahlermannigfaltikeiten.
2) IJK = -1

Um fiir gegebene fast komplexe Strukturen I, J, K auf einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit (X, g) zu priifen, ob es sich um eine Hyperkéahlermannigfaltigkeit handelt,
geniligt schon:

Lemma 1.1.6. [1] Sei (X, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit diesbeziiglich
orthogonalen fast komplezen Strukturen (I,J, K), welche IJK = —1 erfiillen. Wenn
die Formen wr = g(-,1-), wy = g(-,J-) und wxg = g(-, K-) geschlossen sind, so ist
(X,9,1,J,K) Hyperkdihler.

Notiz 1.1.7. Genauer besitzt eine Hyperkdhlermannigfaltigkeit eine ganze 2-Sphére
von Kaéhlerstrukturen. Jede Kombination I, = ol + ayJ + agK, wobei @ =
(ar,ay,ax) € S?, definiert erneut eine Kahlermannigfaltigkeit (M, g, I,,).

Die Strukturgruppe einer Hyperkahlermannigfaltigkeit von Dimension 4n reduziert
zu Sp(n) = U(n, H).

1.2 Differentialformen auf komplexen Mannigfaltigkeiten

Sei (M, g,I) eine fast komplexe Riemannsche Mannigfaltigkeit, so dass I orthogo-
nal beziiglich g ist. Auf dem komplexifizierten Tangentialbiindel TM¢ := TM & C
setzen wir I komplex linear fort und g konjugiert linear im zweiten Argument zu
einem hermiteschen Produkt. Wegen I2 = —1 erhalten wir die folgende orthogonale
Zerlegung in die Eigenrdume

TMg = TM"0 @ TM%' wobei TM'0 ={veTM¢|Iv=+iv}
TM™ = {veTMc|Iv=—iv}
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Die Projektionen 710 = (1 —4I): TM¢ — TM'0 und 7% = (1 +iI): TM¢ —
TMOL erfillen 710 0 T = 4710 sowie 70! o T = —i7®! und identifizieren daher die
komplexen Vektorbiindel

(TM,I)=TMY =TMOL

Fiir die hermiteschen Produkte gilt 2(70)*g = h.

Auf dem komplexifizierten Kotangentialraum 7% Mg = T* M ® C betrachten wir nun
die von I induzierte komplexe Struktur I die durch I w = pol fiir yp € T*M¢ gegeben
ist. Auch hier erhalten wir eine Zerlegung

T Mg = T* MY & T*M®! wobei T*M"* = { € T* Mg

f‘u — —{—ZM } — (TMLO)*

T MO = { peTMe | In=—ip } = (TMOY)*

mit Projektionen 710 = 1(1 —il): T*Mg — T*M"0 und 7% = (1 +il): T*Mg —
T*M%!. Wir identifizieren damit

(T*M, 1) = T* M0 = T+*)OT,
Die Metrik g gibt uns weiter die folgenden Identifikationen
(T*M,I) = (TM,—I) T M0 = 7 p01 T MOt = 70

Wir setzen
APYT*M) := AP(T* M) @ AY(T* M)

sowie

OP4(M, C) := D(AP9(T* M)).

Elemente von QP9(M, C) heilen Differentialformen vom Typ (p,q). In normalen Ko-
ordinaten kénnen wir in einer lokalen Karte U schreiben:

QP = LS Bz, A Az, Az A A dE,

bl e 0(U,C) |

11,..0p

Die Kéahlerform w einer Kahlermannigfaltigkeit M ist eine (1,1)-Form. In normalen
Koordinaten am Punkt m € M gilt

. n n
i
w|m = 5 Z de VAN dZ = Z dij_l A dij
j=1 J=1
Komplexwertige Differentialformen zerlegen sich in

Q" (M, C)= P QPUM,C). (1.3)
p+q=k
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Komponieren wir die &uflere Ableitung d mit den folgenden Projektionen, so erhalten
wir zwei neue Operatoren 0 und 0, die auf (p,q)-Formen in dieser Weise gegeben
sind:

Q=P od: QPI(M,C) — QPTHI(M, C)
0 =Pt od: OPI(M,C) — QP (M, €)

Es ist 92 = 0, 9> =0 sowie d =+ 0, wenn M eine komplexe Mannigfaltigkeit ist.

Bemerkung. [2] Fir eine Kahlermannigfaltigkeit M mit Kéahlerform w koénnen wir
fir jeden Punkt m € M eine Umgebung U und eine Funktion p € C*°(U, R) finden,
so dass

7 —

Die Funktion p heifit (lokales) Kdhlerpotential. Umgekehrt definiert jede Funktion

p € C®(M,R), die erfiillt, dass die Matrix 8228’% an jedem Punkt m in lokalen
Koordinaten (z;) positiv definit ist, durch diese Gleichung eine Kéhlerform. Die

Funktion p ist dann ein globales Kahlerpotential.

1.3 Gruppenwirkungen

Sei &: G x M — M eine glatte Gruppenwirkung einer Liegruppe G mit Liealgebra
g auf einer Mannigfaltigkeit M. Fiir ¢ € g bezeichnen wir mit K¢ = K% das von &
erzeugte Fundamentalvektorfeld

K¢ = K@] — L (exp(te), m) (1.6)
m m dt =g
Gelegentlich werden wir auch benutzen, dass
d
ke =Di@Cm) (5] ew9) =Di@Cmp©. @)

Definition 1.3.1. Eine glatte Gruppenwirkung einer Liegruppe G auf einer sym-
plektischen Mannigfaltigkeit (M, w) heif8t symplektisch, falls g*w = w fir alle g € G.

Definition 1.3.2. Eine symplektische Wirkung einer Liegruppe G heifit Hamil-
tonsch, wenn es zusétzlich eine Abbildung pu: M — g* in die duale Liealgebra g*
gibt, dieflir E eg,me M und g € G

(Y€)= teew  und plgm) = AdZ(u(m))
erfiillt. Die Abbildung u heifit Momentenabbildung der Gruppenwirkung.

Lemma 1.3.3. [21] Jede symplektische Wirkung von S' auf einer einfach zusam-
menhdngenden Mannigfaltigkeit ist Hamiltonsch.
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1.3.1 Reduktion

Fir Kahlermannigfaltigkeiten gilt die folgende Version der Marsden-Weinstein-Re-
duktion.

Satz 1.3.4. (Marsden-Weinstein-Reduktion) [1] Sei (M,w) eine symplektische
Mannigfaligkeit mit einer Hamiltonschen Wirkung einer Liegruppe G und p: M — g*
die zugehirige Momentenabbildung. Sei o € g* ein reguldrer Wert von u und die
Wirkung des Stabilisators Go, C G von a eigentlich und frei auf p=(a). Dann ist der
Quotient M, := p= () /Gy eine glatte symplektische Mannigfaltigkeit. Wenn (M, w)
aufferdem eine Kdhlermannigfaltigkeit mit Kdhlerform w ist, und die Wirkung von
G die Kdhlerstruktur erhdlt, dann trigt der Quotient M, auch eine Kdhlerstruktur.

Zur Definition spezieller Hyperkdhlermannigfaltigkeiten benotigen wir die folgende
Variante fiir den Hyperkéhler-Fall:

Satz 1.3.5. [1] Sei (M, g,1,J, K) eine Hyperkihlermannigfaltigkeit und wy, wy, wi
die entsprechenden Kdhlerformen. Auf M wirke eine Liegruppe G, die die Hyper-
kdhlerstruktur erhdlt und Hamiltonsch beziiglich jeder der drei Kdhlerformen ist.
Die Momentenabbildungen notieren wir mit u = (ur, py, pr): M — g* @ R3. Sei
A€ g*®@R3 ein regulirer Wert von p, der unter der koadjungierten Wirkung von G
auf g* fix ist. Wenn nun My := p='(\)/G eine Mannigfaltigkeit ist, dann induziert
die Hyperkahlerstruktur auf M eine Hyperkdahlerstruktur auf M.

1.4 Holomorphe Geradenbiindel und Divisoren

Wir fassen kurz die grundlegenden Definitionen und Verbindungen zwischen Gera-
denbiindeln und Divisoren zusammen, um spéater die holomorphe Beschreibung des
klassischen Seiberg-Witten-Modulraums zu verstehen. Wir fixieren eine komplexe
Mannigfaltigkeit M mit holomorpher Strukturgarbe O. Fiir unsere Zwecke eignet
sich folgende

Definition 1.4.1. Es sei E ein komplexes Vektoﬂ)iindel iiber M. Eine holgmgrphe
Struktur auf E ist ein Cauchy-Riemann-Operator 9 auf @, QP4(M, E), der 900 = 0
erfillt.

Wir bezeichnen das Paar (E,d) in diesem Fall als holomorphes Vektorbiindel.

Zwei holomorphe Strukturen d; und 0 heifen isomorph, wenn es einen Biindel-
Automorphismus T' € Aut(FE) gibt, so dass 0 = T0;T~ 1.

Wir bezeichnen die Menge dieser Isomorphieklassen mit Hol(E).
Bemerkung. Ist E ein Geradenbiindel iiber M, dann ist Aut(E) = C*°(M, C*). Ist

E ein hermitesches Geradenbiindel iiber M, dann sind C*°(M, S') die hermiteschen
Automorphismen.
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Bemerkung. Aquivalent ist eine holomorphe Struktur auf einem komplexen Vektor-
biindel £ — M von Rang r auch durch eine Aquivalenzklasse von holomorphen
lokalen Trivialisierungen (Uy, ¢o) gegeben, d.h. mit holomorphen Ubergangsabbil-
dungen go3: Uy — GL(r, C), so dass gf)aogzbgl = gag: Q|Ua[3 — Q|Uag (siehe [16]).

In diesem Sinne sind die Isomorphieklassen von holomorphen Geradenbiindeln iiber
M gerade H!(M, O*) =: Pic(M) (vergleiche [8]).

Definition 1.4.2. Sei M eine komplexe Mannigfaltigkeit. Eine (nicht-leere), abge-
schlossene Teilmenge H C M heifit Hyperfliche, falls es um jeden Punkt p € H eine
zusammenhéngende offene Umgebung U gibt, so dass H N U die Nullstellenmenge
einer (nicht-konstanten) holomorphen Funktion auf U ist.

Wir nennen H irreduzibel, wenn H nicht die Vereinigung zweier anderer Hyperfla-
chen ist.

Ein Divisor ist eine formale Summe D = ) d;D; mit d; € Z und { D; } eine lokal
endliche Familie irreduzibler Hyperflichen auf M (d. h. jeder Punkt besitzt eine Um-
gebung, die nur endlich viele D;’s schneidet).

Wir bezeichnen die Menge der Divisoren auf M mit Div(M).

FEine Divisor D = > d; D; heifit effektiv, falls fiir alle ¢ gilt, dass d; > 0 und nicht alle
d; verschwinden.

Bemerkung. (Div(M),+) ist die freie abelsche Gruppe, die von den irreduziblen
Hyperflichen in M erzeugt wird.

Bemerkung. Alternativ konnen wir einen Divisor auch durch eine offene Uberdeckung
(Uy) von M und nicht-triviale meromorphe Funktionen f,: U, --+ C beschreiben,
die erfiillen, dass fo/fg: Uag — C* nirgends verschwindende holomorphe Funktionen
sind. Die Funktionen f, sind lokal definierende Funktionen fir den Divisor D =
S yordg(fo)H. Genauer ist (Us, fo) ein Vertreter aus HO(M, M*/O*) (wobei M*
die Garbe der nicht verschwindenden meromorphen Funktionen bezeichnet). Es ist
(Div(M), +) = (HO(M, M*/0O*), ) (vergleiche [8]).

Ein Divisor D = (U,, fa) definiert ein holomorphes Geradenbtindel Oy (D), indem
wir die Ubergangfunktionen durch gog = fo/fs: Usg — C* definieren. Aquivalente
lokal definierende Funktionen fiihren hier zu isomorphen holomorphen Geradenbiin-
deln. Tatséchlich definiert das einen Homomorphismus abelscher Gruppen

(Div(M), +) — (Pic(M), ®),

welcher mit dem Verbindungshomomorphismus HO(M, M*/O*) — H(M, O*) iiber-
einstimmt.

Definition 1.4.3. Zwei Divisoren D und D’ heiflen linear dquivalent, falls Oy (D) =
Onm (D).
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In diesem holomorphen Geradenbiindel Oy (D) kénnen wir (f,) als einen meromor-
phen Schnitt m auffassen. Aquivalente lokal definierende Funktionen fithren hier auf
konstante Vielfache km (k € C*). Umgekehrt beschreibt jedes Paar (K, m) aus ei-
nem meromorphen Schnitt m in einem holomorphen Geradenbiindel K einen Divisor.
Isomorphe holomorphe Geradenbiindel und konstante Vielfache km mit k € C* lie-
fern denselben Divisor zuriick. In diesem Bild ist ein effektiver Divisor gerade ein
holomorpher Schnitt in einem holomorphen Geradenbiindel.

Definition 1.4.4. Es sei D ein Divisor auf M. Der projektive Raum
|D| := P(HO(M, On(D)))

der holomorphen Schnitte in Oy/(D) ist ein vollstindiges lineares System. Einen
linearen projektiven Unterraum nennen wir lineares System.

Bemerkung. Ein vollstdndiges lineares System |D| beschreibt genau die effektiven
Divisoren, die linear dquivalent zu D sind.






2 Der Seiberg-Witten-Modulraum im
Kahler-Fall

In diesem Kapitel formulieren wir die Seiberg-Witten-Gleichungen fiir eine Kéhler-
mannigfaltigkeit M mit Spin®-Struktur. Dazu benétigen wir einige vorbereitende
Betrachtungen zu Spin®-Strukturen und Dirac-Operatoren. Anschliefend geben wir
eine holomorphe Beschreibung des Seiberg-Witten-Modulraumes. Fir einen expli-
ziten Einstieg verzichten wir hier auf groffitmogliche Allgemeinheit und verweisen
auf [16] und [14] fiir eine ausfithrliche Behandlung. Wenn nicht anders angegeben,
bezeichnet (M, gar, Ipr) eine vierdimensionale, zusammenhéngende Kéhlermannig-
faltigkeit.

2.1 Spin®-Strukturen und Spinorbiindel
Die Lie-Gruppe
Spin©(4) := S* %z, (Sp, (1) x Sp_(1))

wirkt mittels der R-Vektorraum-Identifikation von R* mit den Quaternionen
H= {x0+x1i+x2j+x3/~c ‘ T; GR} = {$oeo+x1€2+$262+$3€3 ‘ X; E]R} =R*

auf R4 durch
(A (¢+,9-)] - @ = q-2qr

Die Wirkung definiert einen Gruppenhomomorphismus p.: Spin®(4) — SO(4). Wir
erhalten folgende exakte Sequenz:

1— 8" ={\(1,1)] | A€ 8"} Spin©(4) L5 80(4) — 1

Das SO(4)-Rahmenbiindel einer vierdimensionalen orientierten Riemannschen Man-
nigfaltigkeit M bezeichnen wir mit Pyp(4). Eine Spin®-Struktur ist dann ein Lift zu

einem Spin®(4)-Hauptfaserbiindel.

Definition 2.1.1. Eine Spin®(4)-Struktur auf einer vierdimensionalen orientierten
Riemannschen Mannigfaltigkeit M ist ein Spin®(4)-Hauptfaserbiindel P — M, so
dass das SO(4)-Hauptfaserbiindel P/S' = P x, SO(4) isomorph zum Rahmenbiin-
del PSO(4) ist.
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Zu einer Spin®-Struktur definieren wir mit der Darstellung

Pdet - SpiHC (4) — U(l) pdet([)‘7 (q+¢ Q—)]) = )‘2

das Determinantenbiindel
ﬁdet = P Xpdet C

bzw. das entsprechende Rahmenbiindel
Paet := P Xy, U(1).
Die folgenden Sequenzen sind exakt:
1 — Spin(4) = Sp_ (1) x Sp_(1) — Spin®(4) 2% U(1) — 1
1 — Zo ={(1,1),(=1,—1) } — Spin®(4) L%, 50O (4) x U(1) — 1

Somit kénnen wir Pgey auch als P/Spin(4) = P x,,., U(1) = Pye auffassen. Die
zweite Sequenz induziert eine zweifache Uberlagerung &: P — Pso(a) X Paet-

¢ Pso(a) XM Pact = P X . pyo, (SO(4) x U(1))

~

M

P =P Spin®(4)

Definition 2.1.2. Sei P — M eine Spin®(4)-Struktur auf einer vierdimensionalen
Riemannschen Mannigfaltigkeit M. Das positive und das negative Spinorbiindel sind
die zu den Darstellungen

pr: Spin®(4) — U2)  py((N (g1, 9)))(h) = grhA
p: Spin®(4) — UQ2)  p-([\, (g4, -)])(h) = q_hX

assoziierten Biindel
Wt=Px, H W =Px, H.

Dass wir mit den Homomorphismen p4 : Spin®(4) — Aut(H) in S xz,SU(2) = U(2)
landen, ist {iber die Identifizierung

H={z+jzn|zscC}=2C? (2.1)

als C-Vektorrdume zu verstehen. Diese liefert auch den Gruppenisomorphismus

Sp(l):{a+jb|a,bEC}%{<Z ab)

a,beC } = SU(2).

In diesem Sinne sind p, und p_ Darstellungen Spin®(4) — S' xz, SU(2) = U(2)
und
Wt=Px, € W =Px, C%.
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Spinorbiindel im Kahler-Fall Falls M eine Kahlermannigfaltigkeit ist, reduziert
das Rahmenbiindel Pgo(4) zu einem U(2)-Hauptfaserbiindel Py gy, so dass Pso) =
Py(2y x5 SO(4) fiir die Standardeinbettung s: U(2) < SO(4). Diese faktorisiert mit

j: U(2) = 8" xz, Sp(1) — Spin®(4) [\, q] — [A, (X, q)]

iiber Spin®(4) durch s = p, o j.

Daher gilt
(PU(2) X SpinC(4)) Xp. SO(4) = Py(a) x5 SO(4) = Pso(a)

und Pyoy X Spin®(4) definiert eine Spin®-Struktur.

Definition 2.1.3. Fir eine vierdimensionale Kéahlermannigfaltigkeit M sei Pyg)
das auf die Strukturgruppe U(2) reduzierte Rahmenbiindel. Das Spin®(4)-Haupt-
faserbiindel

Pean = PU(Q) X Spinc(4)

ist die kanonische Spin®-Struktur der Kéhlermannigfaltigkeit M.
Das Determinantenbiindel ist in diesem Fall das antikanonische Geradenbiindel:
G = Pean X pae € = Py@) X paeroj € = Py(a) Xdet € = A"*(T*M) = K}
Die Spinorbiindel der kanonischen Spin®-Struktur sind
Wit = Pean X, €% = Py(a) Xp,05 C* = Py2) X1@det C*
— AT M) @ A®2(T* M) = Cyy ® KA7[1
Wean = Pean X p_ € = Py) Xp_0j €% = Py(2) Xpp0ng © = AV (T*M).

C

Jede andere Spin®-Struktur erhalten wir als Py, := Ppgp X g1 L fiir ein S'-Hauptfaser-
biindel L. Das zu L assozierte hermitesche Geradenbiindel sei £ := L x g1 C. Wegen
pdet ([A, (1,1)]) = A2 ist das Determinantenbiindel dann

£§et = PL Xpdet C = (PCML ><S1 L) xpdet (D = K]T; ® ‘CQ (2'2)

Das entsprechende Hauptfaserbiindel Py, x ,,., U(1) bezeichnen wir mit PL, .
Fiir die Spinorbiindel erhalten wir

W} =P x,, C*=W}

= ANYT*M, L) e A (T*M, L) =LD K} @ L
W, =Py x, C*=Wg, xg L=W,,®L=A"(T"M,L).

can

Xle:W+ ®£

can
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Mit dem S! x S'-Hauptfaserbiindel Q, := L X s ((PU(Q) X det Sl) X g1 L) kénnen

wir das positive Spinorbiindel W; auch so schreiben:
WE_ZEGBKJ_\/[l@ﬁ:QL X Gg1x g1 (DQ:QL Xslxsl]H (23)

Dabei ist die S* x S'-Wirkung durch (e, e%)- (21, 22) = ("1, €% 23) bzw. (', e%)-
(21 + j22) = €2 + jezy gegeben. Eine detaillierte Ubersicht, mit welchen Dar-
stellungen fiir Spinor- und Determinantenbiindel wir arbeiten werden, findet sich im
Anhang A.1.

2.2 Zusammenhange auf den Spinorbiindeln

Fiir eine vierdimensionale Kahlermannigfaltigkeit M reduziert der Levi-Civita-Zu-
sammenhang auf Pgo(4) auf den Chern-Zusammenhang (siehe dazu auch 2.6.2) auf
Py(2). Wir bezeichnen beide Zusammenhénge mit ¢. Sémtliche dadurch induzierten
Zusammenhinge auf assoziierten Vektorbiindeln bezeichnen wir mit V.

Insbesondere induziert ¢ einen kovariante Ableitung V? auf dem kanonischen Spinor-
biindel Wean, := Wi, @ Weap = @yo.12 A%(T*M). Fiir jeden S'-Zusammenhang B

can can
auf L erhalten wir auf diese Weise eine kovariante Ableitung auf dem Spinorbiindel

Wean @ L = W7, -
VOB .=Vl @1, + 1y, @ VP

Umgekehrt ist jeder Zusammenhang auf dem SpinC(4)—Hauptfaserbiindel Py, der
unter der Uberlagerungsabbildung &: P, — Psoy Xm PdLet auf den Levi-Civita-
Zusammenhang ¢ in Pgp(4) abbildet, eindeutig durch sein Bild auf Pcﬁt bestimmt.
Die U(1)-Zusammenhiinge A auf P, wiederum stehen in (1:1)-Korrespondenz mit
Zusammenhéngen B auf L (vergleiche hierzu (2.2)), wir schreiben

A=¢® B (2.4)

Die Wahl eines Zusammenhangs B auf L (oder dquivalent A auf PL.) legt also
eindeutig einen hermiteschen Zusammenhang auf den Spinorbiindeln fest.

Notiz 2.2.1. Auf dem S x S'-Biindel Q;, = L x s (PU(Q) X det L) notieren wir den
entsprechenden Zusammenhang mit B ® ¢ ® B.

Seien weiter Fy, Fy, Fp € 02(M,iR) die Kriimmungen der entsprechenden Zusam-
menhénge auf E(Liet, K ]\7[1, L. Das folgende Lemma zeigt dann

FA:F¢+2FB. (2.5)
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Lemma 2.2.2. Seien £1 und Lo zwei U(1)-Biindel mit entsprechenden Zusammen-
hingen VAt und VA2, Dann gilt Fa,ga, = Fa, + Fa,.

Beweis. Fir X, Y € I'(T'M) gilt

Faoa(X,Y) Iger, = [VE 42, vioh]| - v/igh
= {V‘;‘; ®1z,, Vil @ ]1[,2} — Viiy ®1c,
+[1e, ® V2, 1g, © V2] — 12, © Vi,
+ 1, @ VE, V! 915, ] + [VH © 1z, 1z, @ V{2
— Fay(X,Y) @1, + 1z, @ Fay(X,Y)
= (Fa, (X,Y) + Fay(X,Y)) - L0, O

Notiz 2.2.3. [20] Die Kriimmung Fj; von K, ist eine imaginirwertige (1, 1)-Form,
da ¢ der Chern-Zusammenhang ist.

2.2.1 Die Wirkung der Eichgruppe auf den Zusammenhiangen

Wir definieren bereits an dieser Stelle die Eichgruppe, die auch auf den Lésungen
der Seiberg-Witten-Gleichungen operiert (vergleiche Abschnitt 2.5).

Definition 2.2.4. Fiir eine Mannigfaltigkeit M definieren wir die Fichgruppe
&G .= C>™(M,S").

Die Zusammenhénge auf einem U (1)-Hauptfaserbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit
M bilden einen affinen Raum iiber Q!(M,iR). Die Eichgruppe ¢ wirkt auf den
Zusammenhéngen auf L durch

B":=B—~v™ (2.6)

wobei 1 die Maurer-Cartan-Form auf S* ist. Auf den Zusammenhéngen A auf P,
entspricht das iiber die Korrespondenz (2.4) der Wirkung

AV = A —29". (2.7)

Schliefflich induziert das auch eine Wirkung der Eichgruppe auf den Zusammenhén-
gen V@B auf dem Spinorbiindel Wiy, ® £ = Wy,. Hierfiir gilt nach dem folgenden
Lemma

VORBY — o8Bl (2.8)
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Lemma 2.2.5. Sei C ein Zusammenhang in einem S'-Hauptfaserbiindel K und
VY der zugehirige Zusammenhang auf K := K x g1 C. Sei weiter E ein komplexes
Vektorbiindel iber derselben Mannigfaltigkeit und V¥ ein Zusammenhang auf E.
Bezeichnen wir mit C7 den Zusammenhang C — ~v*n, wobei n die Maurer-Cartan-
Form auf S' und v € 9 ist, so gilt

Vi@l + 150V =7 (VP@ e+ 150 VO) 4

Beweis. Die folgende Rechnung zeigt zunichst V¢ v = V. Wir benutzen, dass
v*n = ~v~dy. Fiir eine antifiquivariante Funktion f € COO(K,C)SI, p € K und
t € T,K erhalten wir

(d+C") (v, @)

=d(v N, )+ (C =), ) (vf(p))

= dv[, (1) f(p) +(p) df], () + C|, (1) (vf(p)) — 7_1dv‘p ) (vf(p)
=7(p) df, @) +~(p) C|, (¢) (f(p)) =~(p) (d+ C) ()], ()

Sei nun 7 ® k € I'(E ® ). Das Lemma folgt dann aus

(VP@1c+ 152 V) (4(r @ k))
=VEr® (vk) + 7@ VY (vk)
:’y(VET®k)+T®'yVCk
=7 (VP@lc+150 V) (ra k). O

Bemerkung. Eine ganz dhnliche Rechnung wie im Beweis von Lemma 2.2.5 zeigt,
dass fiir einen Zusammenhang A auf PL, gilt

VA =2 v 472 (2.9)
Da 7n die Maurer-Cartan-Form ist, schlieffen wir
Fpy = Fp_yy = Fp.

Auch die Kriimmung im Determinantenbiindel bleibt unter der Wirkung der Eich-
gruppe erhalten:

FA7:F¢+2FBVIFA (210)
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2.3 Dirac-Operatoren

Zur Definition eines Dirac-Operators fehlt uns noch die Clifford-Multiplikation von k-
Formen auf M mit Spinoren. Wir erinnern uns, dass fiir eine Spin®(4)-Mannigfaltikeit
T'M = Pgpine(q) X pe R* sowie W+ = Pypinc(ay X ps H. Der folgende Homomorphismus
von Spin®(4)-Darstellungen

(R*=H,p.) @ HeH,py @p_) — (HeH,py @p) (2.11)
z® (hy,ho) — (—Th_,xhy) |

definiert somit eine Multiplikation

TMe WreWw™) —WreoWw™.

Uber die Identifizierung TM = T*M mit der Metrik erhalten wir auch eine Multi-
plikation

"MeWrew ) — WHrow™.

Definition 2.3.1. Fiir eine Spin®(4)-Mannigfaltikeit M ist die Clifford-Multiplika-
tion einer 1-Form mit einem Spinor die durch (2.11) induzierte Multiplikation

NT*M@(WreWw™) —T(WreWw).

Ist o = p* A --- A pF eine orthogonale Zerlegung einer reellen k-Form p, so defi-
nieren wir die Clifford-Multiplikation eines Spinors mit g durch die Hintereinan-
derausfithrung c(u) = c(u') - - - c(u¥). Fiir (komplexwertige) Formen setzen wir die
Clifford-Multiplikation (komplex) linear fort.

Bemerkung. In der Tat ist die obige Definition unabhéngig von der Wahl der ortho-
gonalen Zerlegung der k-Form. Der Homomorphismus (2.11) erfillt, dass c(e;)c(ej) +
c(ej)c(e;) = —26;; und c(e;) ist unitiir beziiglich des Standardproduktes auf H = C?
(vergleiche 2.1).

Notiz 2.3.2. Durch die Clifford-Multiplikation ergeben sich die folgenden Identifi-
kationen:

~

c: Qeerade(Af €) - T'(Ende(W;) @ Ende(W;))

~

c: Quueerade(\r @) 5 T(Home(W;, Wy ) @ Home (W5, W;))
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Notiz 2.3.3. (Clifford-Multipliation auf Kdhlermannigfaltigkeiten / lokale
Koordinaten)

Fiir eine Kéhlermannigfaltigkeit gentigt es, die Abbildung (2.11) mit j: U(2) —
Spin®(4) (bzw. pg1 - j: U(2) x S — Spin®(4)) als Homomorphismus von U(2)-
Darstellungen (bzw. U(2) x S'-Darstellungen) aufzufassen. Wir erhalten die Clifford-
Multiplikation einer 1-Form mit einem kanonischen (allgemeinen) Spinor

D(T*M @ (Wi, & Wa,)) — T(Wih, & Wa,) (2.12)

NT*M e (Wi eW;)) —T(W eW;)

(vergleiche hierzu auch den Anhang A.1). Wir wollen nun nachvollziehen, wie diese
Definition konsistent mit der folgenden Vorschrift fiir eine 1-Form p € Q(M, R) ist:

c(p)s = V2 (ﬁo’l(u) As— ﬂo’l(u)és) . (2.13)

Hierbei bezeichnet %! die Projektion auf A%!(T*M) und Z die Kontraktion beziig-
lich der Metrik gps. Dazu seien z1 = y1 + iy2 = xg + 1x1,22 = Y3 + 1Yys = To — ix3
normale Koordinaten an einem Punkt m. Wir setzen ¢’ := dy; (i = 1,...,4) sowie
¢ i=da; (i =0,...,3). In den Basen (1, 3(dz A dz1)) fitr Wi, = Cpy @A (T* M)

und (%dzﬁ, %d@) fir W, = A%Y(T*M) ist c(e?) wie folgt gegeben:

f f can
«=(p 1) c=(o %) «=(0 3) r=(5 )
Whoe— T,

Dies ist konsistent mit (2.11) und (2.1).
Insbesondere gilt in der Basis (1, $(dz1 A d?g)) auf Wi :

can*

c (;(dzg A dzl)) = 8 _02> (2.14)

clwy) =c(l* AP+ BN =c(® Nel —e2 ned) = <_2i O.) (2.15)

¢ (;(sz/\dzl)> - (4 8) (2.16)
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Definition 2.3.4. Sei (M, gas, Ins) eine Kéhlermannigfaltigkeit mit Spin®(4)-Struk-
tur Py, und A ein U(1)-Zusammenhang im Determinantenbiindel Pl . Sei weiter
V¢ der Zusammenhang auf dem kanonischen Spinorbiindel W,,,, der durch den
Levi-Civita-Zusammenhang gegeben ist. A legt durch A = ¢ ® B? eindeutig einen
Zusammenhang B auf L fest. Wir definieren einen Dirac-Operator mittels

DA W) Y2 DT M o W) =5 T(Wy). (2.17)

Fiir den Fall, dass £ das triviale Geradenbiindel C,; und V? der triviale Zusam-
menhang d ist, schreiben wir auch

D: T(Wean) s T(T*M @ Wean) —5 T(Wean)- (2.18)

Schranken wir den Operator auf W; ein, so bezeichnen wir ihn mit

$®B
PATW) L2 DT M @ W) =< D). (2.19)
Notiz 2.3.5. Fiir einen orientierten orthonormalen Rahmen {¢1,..., ¢4} fir T, M

erhalten wir

’ m

4
’ ZC El v¢®B
i=1

Aus Gleichung (2.8) folgt fiir die Wirkung der Eichgruppe ¢ auf dem entsprechenden
Dirac-Operator:

DA = DAy (2.20)
2.3.1 Komplex-geometrische Beschreibung der Dirac-Operatoren

Fiir eine Kahlermannigfaltigkeit M haben wir fiir einen Dirac-Operator auch eine
komplex-geometrische Beschreibung. Wir bezeichnen mit % den durch die Metrik
g gegebenen Hodge-Stern-Operator sowie dessen konjugiert-lineare Fortsetzung auf
2*(M, C) und definieren fiir eine Kahlermannigfaltigkeit

d" = — % O

Bemerkung. In der Tat erfiillt 9" beziiglich des von gjs induzierten hermiteschen
Produktes auf A®(M, C), dass (0-,-) = (-,d"-).

Satz 2.3.6. [16] Fir den Dirac-Operator aus (2.18) gilt

D=v20+3").
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Sei nun £ ein hermitesches komplexes Geradenbiindel mit hermiteschem Zusammen-
hang VB. Wir definieren

9p = (7" @ 1) 0 VE: Q(M, L) — Q™ (M, L)
und setzen dp durch
Op(oc®!l)=0(c) @1+ (=1)" e A (1)

zu einem Cauchy-Riemann-Operator auf @, 1 o 274(M, L) fort.

Fiir einen orientierten orthonormalen Rahmen {/1,..., ¢4} fur T,, M gilt am Punkt
m:
Ip =001+ 7" () No® VL (2.21)
i=1

Der adjungierte Operator 5*3 erfiillt
Ip=00xl-> a" ()o@ Vil (2.22)
i=1
Satz 2.3.7. Fir den Dirac-Operator aus (2.17) gilt
DA = \/5(53 =+ 5*3)

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus den Gleichungen (2.21) und (2.22) sowie
dem Satz 2.3.6. Fiir o0 ® [ € Q%9(M, L) rechnen wir so:

()P e @l) =Y o) (Vi(0) @1+ 00 VL)
=1

M-

.
Il
—

Do) =

c(0Y)WV5 (o) @1+ c(f) (o) @ VI

|
.M*’;

.
Il
—

4
V2043 (0) @1+ Y V2 (7" (¢) Ao — 7 (¢) o) © VL
=1

=/2(dp + 9p) Ul

2.4 Eine quadratische Abbildung

Der Hodge-Stern-Operator * definiert eine Involution auf A?T*M, so dass wir die
reellwertigen 2-Formen in selbstduale und antiselbstduale zerlegen konnen:

AL(T*M) ==ker(1 — ) A2(T*M) := ker(1 + *)

Eine komplexwertige 2-Form 7 nennen wir selbstdual, falls x7 = 7 und antiselbst-
dual, falls *7 = —7 (hier bezeichnet % den konjugiert-linear fortgesetzten Hodge-
Stern-Operator). Wir notieren diese selbstdualen 2-Formen mit Q2 (M, C) und die
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antiselbstdualen mit Q2 (M, C). Den selbstdualen Anteil einer 2-Form 7 bezeichnen
wir mit 71, den antiselbstdualen mit 7. Fiir eine Kéhlermannigfaltigkeit M mit
Kéhlerform wpy; haben wir folgende Zerlegung (Komplementbildung | bezieht sich
hier auf die Schnittform (11,72) — [3; 71 A 72)[16]:

Q1L(M,C) = Q*° (M, C) ® Q°(M,C) - wy ® Q% (M,C)

1
Q2 (M, €) = (2°(M,C) - wnr) € Q" (M, C)
Rein imagindrwertige selbstduale 2-Formen sind dann
Q% (M,iR) = Q°(M,iR) - wy @ { pw—a \ p e Q¥ (M,C) } (2.23)

Die Clifford-Multiplikation gibt eine Identifikation von Q% (M, C) mit den spurlosen
Endomorphismen des positiven Spinorbiindels:

c: Q2 (M, C) == T'(Endg(W;")) (2.24)

Bemerkung. Die Clifford-Multiplikation identifiziert hier genauer Q% (M, R) mit den
antiselbstadjungierten spurlosen Endomorphismen von WZF und Q%r (M,iR) mit den
selbstadjungierten spurlosen Endomorphismen. (Adjungiertheit ist beziiglich des her-
miteschen Produktes auf W gemeint.)

Weiter benutzen wir das hermitesche Produkt auf WE’ , um eine quadratische Abbil-
dung zu definieren:

G: T(W,)) — T(Endo (W)
1 — 1
Y= ()Y = Sy = P v — S[Y Ly

Beaziiglich der Zerlegung WZ‘ =LPK 1\_41 ® L in zwei Geradenbiindel konnen wir ¢(1))
mit ¢ = a + [ auch als Matrix schreiben:

|a\25|5\2 gB 2)
— 18] —|e]

s =

Tatséchlich ist g(«, 8) spurlos und selbstadjungiert. Die zugehorige imaginirwertige
selbstduale 2-Form im Sinne von (2.24) ist (vergleiche dazu (2.14)-(2.16))

1

a0, 8) = = (laf* = 182) wnr + % (@8 - aB). (2.25)
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2.5 Die Seiberg-Witten-Gleichungen

Definition 2.5.1. Sei (M, gus, Ins) eine Kihlermannigfaltigkeit mit Spin®(4)-Struk-
tur Pr, und ¢ die quadratische Abbildung aus (2.25). Fiir einen U(1)-Zusammenhang
A auf dem Determinantenbiindel PdLet und einen positiven Spinor ¢ € I‘(I/VL+ ) defi-
nieren wir die Seiberg- Witten-Gleichungen:

{ﬂAw = 0
Fi = q(¥)

Die Eichgruppe ¥ = C*°(M, S') wirkt auf dem Konfigurationsraum
1= { (4,9) | A Zusammenhang auf P, v € T(W}/) }

durch
v (A) = (A7, y),
wobei A7 = A — 2y*n (vergleiche (2.7)).
In (2.20) und (2.10) haben wir bereits gesehen, dass DA” = yDAy~! und Fy» = Fa.

Weiterhin kénnen wir in (2.25) leicht ablesen, dass ¢(vy) = ¢(¢). Die Eichgruppe
operiert also auch auf den Lésungen der Seiberg-Witten-Gleichungen.

Definition 2.5.2. Der Seiberg- Witten-Modulraum ist
M= { (A9) €6 | P =0,Ff =q(w) } /9

Mit Satz 2.3.7 erhalten wir folgende Umformulierung der Seiberg-Witten-Gleichun-
gen fiir einen Zusammenhang A = ¢ ® B? und einen positiven Spinor ¢ = a+ 3 €

NLo Ky ®L):
530&-1-5*Bﬂ =0
(Fi)H! (o> — 181 wu (2.26)

K3

4
0,2 _  1—
Fyo = qap

2.6 Holomorphe Beschreibung des Modulraumes

Mithilfe von (2.26) konnen wir den Modulraum der Seiberg-Witten-Gleichungen im
Kahler-Fall in der Sprache der algebraischen Geometrie beschreiben. Wir folgen hier
im Wesentlichen dem Beweis aus [14]. Dazu kliren wir zunéchst, wann ein Zusam-
menhang eine holomorphe Struktur definiert.
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2.6.1 Holomorphe Zusammenhange

Definition 2.6.1. Sei (E,d) ein holomorphes Vektorbiindel. Wir nennen einen Zu-
sammenhang V holomorph beziiglich der holomorphen Struktur 0, wenn

(7" @ 1) oV =0.

Lemma/Definition 2.6.2. [20] Sei (E,dg,h) ein holomorphes, hermitesches Vek-
torblindel iiber einer komplexen Mannigfaltigkeit M. Dann gibt es einen eindeu-
tigen holomorphen, hermiteschen Zusammenhang V auf E. Dieser heifit Chern-

Zusammenhang beziiglich der holomorphen Struktur 0z und dem hermiteschen Pro-
dukt h.

Wie in Abschnitt 2.3.1 beschrieben, definiert ein hermitescher Zusammenhang V?
auf einem hermiteschem Geradenbindel einen Cauchy-Riemann-Operator dp :=
701 o VB (der nicht notwendigerweise eine holomorphe Struktur definiert).

Lemma 2.6.3. Sei M eine Kihlermannigfaltigkeit mit Spin®(4)-Struktur Py, und
B ein Zusammenhang auf dem S'-Biindel L sowie Op der entsprechende Cauchy-
Riemann-Operator. Dann gilt fir die Clifford-Multiplikation des (0,2)-Anteils der
Kriimmung Fp € Q*(M,iR) C Q*(M, C)

C(Fg’2) =0dpodp

Beweis. Da die Kéahlermannigfaltigkeit vierdimensional ist, rechnen wir die Gleich-
heit auf o ® [ € QY(M, £) nach. Wegen (2.5) und Notiz 2.2.3 gilt fiir den wie oben
beschriebenen Zusammenhang A := ¢ ® B?, dass Fg,z = 2Fg’2.

Weiter ist ¢(Fa) = ¢(F3°) + e(Fy") 4+ ¢(F$?). Schrinken wir die Clifford-Multi-
plikation auf Q°(M, L) ein, so ist c(Fj’O) identisch Null, c(Fg’z) nimmt Werte in
Q%2(M, £) und c(Fj"l) in QY(M, L) an (vergleiche auch Notiz 2.3.3). Also gilt an
einem Punkt mit normalem Rahmen

1 1
(Fy)o®l) = 5c(zrgﬂ)(a ®l)=3 <7r0’2 ® ]1,;) c(Fa)(o®1)
1 4 . .
1 (”0’2 © ]lﬁ) ( > clh)e(t)o ® Fp(l, fj)(l))
i,j=1
1 & . ‘
= X2 (@) A (@) row [vg, vg] !
i,j=1
4 . .
=Y ) AT )N VEVEI
i,j=1

:5353(0(@[). O
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Korollar 2.6.4. Sei B ein Zusammenhang auf einem S*-Biindel iiber eine Kihler-
mannigfaltigkeit. Dann sind dquivalent:

i) Der Zusammenhang B ist holomorph.
i) Fp? =0
iti) Fg° =0
w) Fp € QY (M,iR)

Beweis. Wegen Fg = —Fp gilt Fg’Q = —Fé’o. Damit folgt die Behauptung aus dem
vorhergehenden Lemma 2.6.3. O
2.6.2 Der Seiberg-Witten-Modulraum

Definition 2.6.5. Fir eine vierdimensionale Kéhlermannigfaltigkeit M mit Kéahler-
form wp; definieren wir den Grad eines Geradenbiindels K durch

deg(K) := /M c1(K) Awpy.

Lemma 2.6.6. [1/] Sei (M, gur, Iyr) eine Kihlermannigfaltigkeit mit Spin® (4)-Struk-
tur Py, und (A,v¢) = (¢ ® B2, a + 3) eine Lisung der Seiberg- Witten-Gleichungen
(2.26). Dann gilt:

a) Fg’2 =0 und Fg’z =0

b) A und B sind holomorphe Zusammenhdinge.

¢) Ogf =0 (d. h. § ist antiholomorph beziiglich dg)
d) Opa =0 (d. h. a ist holomorph beziiglich Og)

e) In Abhingigkeit vom Grad des Determinantenbiindels deg(LL,,) kénnen folgende

Falle eintreten:
Yv=a#0 falls deg(LL,) <0

Y =0 falls deg(Lk,)=0
Yv=F8%#0 falls deg(Lk,) >0

Beweis. a) Aus dpa + 953 = 0 folgt
Opdpa + 53525 =0

Wir wenden Lemma 2.6.3 an und beriicksichtigen, dass Fg’2 = 1F2’2 (vergleiche

=3
(2.5) und Notiz 2.2.3):

1 S

EC(FB"Q)& +0p0pA =0
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Wegen F2’2 = %&5 ist c(Fg’Q) =af, also
]. 2 = =%
§|04| B+ 0pdpB =0

Bilden wir das hermitesche Produkt mit 3, dann liefert das nach Integration iiber
M

1 _
/ 2 |af2|82dvol + / %) %dvol = 0 (2.27)
M2 M
Beide Summanden sind nicht-negativ und miissen deshalb verschwinden. Nun ist

aber [@B]? = |a|?|3|?. Daraus folgt, dass @@ = 0 und schliefllich Fg’z = 0 aus den
Seiberg-Witten-Gleichungen, was unmittelbar auch F %2 = 0 impliziert.

b) Die Behauptung folgt mit Korollar 2.6.4 aus a).
¢) Aus (2.27) schlieBen wir auch 953 = 0.
d) Dass dga = 0, folgt dann aus den Seiberg-Witten-Gleichungen mit c).

e) Wegen aff = 0 muss mindestens einer der beiden Faktoren auf einer offenen
Teilmenge von M verschwinden. Dann aber ist dieser Faktor schon identisch Null.
In der folgenden Rechnung nutzen wir, dass F', € wiy beziiglich der Schnittform
und F{ = (F{)b! wegen a).

I I 7 7
deg(Ly.) = /M c1(Lget) Nwnr = Py /M FAaNhwy = Py /M FX Awir
7

1
_ +\1,1 _ 2 (2
=5 /M(FA) ANwy = 47T/M(]m |a] )dvol

Also bestimmt das Vorzeichen von deg(ﬁget) wie oben angegeben, ob a oder 3
verschwinden muss. Ist weiter deg(L%.,) # 0, so sehen wir mit selbiger Rechnung,
dass ¢ = 0 nicht eintreten kann, da 1 in diesem Fall auf keiner offenen Teilmenge
von M verschwinden darf. O

Betrachten wir also die Fallunterscheidung nach dem Vorzeichen von deg(L5,).

Der Fall deg(L%,) = 0. Die Losungen der Seiberg-Witten-Gleichungen (2.26) sind
gerade die antiselbstdualen Zusammenhinge auf PL. . Der Modulraum ist
My, = {(A,O)E%L‘szo}/%

(2.28)
= { Zusammenhiinge A auf Pl so dass F{ =0 } / 9.
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Der Fall deg(ﬁdLet) < 0. In diesem Fall sind die Lésungen der Seiberg-Witten-Glei-
chungen (2.26) Paare (A, a), so dass

e A ein holomorpher Zusammenhang auf PL, ist,

e 0 # o € T'(£) holomorph beziiglich des durch A induzierten Zusammenhangs
ist und

o (F)U! = L|a|?wp erfiillt ist.

Zwei solche Paare (A, «) und (A’, ') reprisentieren genau dann dasselbe Element
im Modulraum .#7, wenn sie sich um ein Element ~ in der Eichgruppe ¢ unter-
scheiden. Diese Aquivalenz kénnen wir auch anders formulieren. Wir bezeichnen die
zugehorigen Zusammenhange auf L wieder mit B bzw. B'.

Lemma 2.6.7. [14] Falls deg(LL,) < 0, dann sind die Losungen (A, «) der Seiberg-
Witten-Gleichungen (2.26) gegeben durch einen holomorphen Zusammenhang A und

einen beziiglich der induzierten holomorphen Struktur Op auf £ holomorphen Schnitt
0# ael(L), so dass

)
(FH)M = Safwny.

FEs sind (A, «) und (A’',a’) genau dann eichiquivalent, wenn es einen holomorphen,
hermiteschen Isomorphismus T: (L,0p) — (L£,0p/) gibt, der o in o/ abbildet.

Beweis. Es gelte fiir (4, «) und (A’,a/), dass A’ = A7 und o = ya fiir ein v € 4.
Insbesondere definiert v € C*°(M,S') € C°°(M,C*) einen hermiteschen Biindel-
Isomorphismus

v: (L£,08) — (L,0p).

Aus A’ = A7 bzw. B' = B folgt mit VZ' = 4VEB~~! unmittelbar dg = vy~
Also ist v auch holomorph. Natiirlich bildet der Isomorphismus « in o/ = ya ab.

Umgekehrt gilt fiir jeden holomorphen, hermiteschen Isomorphismus 7': (£,0g) —
(£,0p), der a in o abbildet, dass T € C®(M,S') = & sowie 0g = TOgT !,
daraus folgt mit dg = T—185T, dass VP = TVBT!. SchlieBlich erfilllt T' also
auch B’ = BT bzw. A’ = AT, O

Bemerkung. Wenn A’ = A7, dann erhalten wir auch auf EdLet einen hermiteschen,
holomorphen Biindel-Isomorphismus (vergleiche auch (2.9))

72: (ﬁdLetﬁgA) - (EdLet’gA’)'

Wenn wir uns nur fiir den Modulraum der Seiberg-Witten-Gleichungen interessieren,
kénnen wir mit Hilfe des gleich folgenden Korollares 2.6.10 eine Komplexifizierung
der Eichgruppe erreichen und damit auf die Gleichung (F§)%! = %|a|?wys zwischen
Kriimmung und Spinor verzichten. Fiir den Beweis nutzen wir ein Resultat von
Kazdan und Warner:
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Satz 2.6.8. (Kazdan-Warner)[16/, [11] Sei M eine kompakte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Sei k eine positive reelle Zahl und w € C*°(M,R) eine Funktion, die
aufSerhalb einer Nullmenge positiv ist. Dann hat die Gleichung

Ap(A) +wexp(kA) =g € C°(M,R)

genau dann eine Losung A € C*°(M,R), wenn

/ g dvol > 0.
M

Die Lisung ist in diesem Fall eindeutig.

Lemma 2.6.9. [1/] Wir setzen deg(L%.,) < 0 voraus. Sei VP0 ein holomorpher, her-
mitescher Zusammenhang auf £ und o« # 0 ein diesbeziiglich holomorpher Schnitt
von L. Dann gibt es eine hermitesche Metrik hy auf L, welche einen hermiteschen
und beziiglich O, holomorphen Zusammenhang VP' auf L induziert, dessen zuge-
hériger Zusammenhang VA auf EdLet erfillt, dass

i
(FA)M = Flali,wr. (2.29)

Beweis. Sei h die hermitesche Metrik auf £. Jede andere hermitesche Metrik hq
kénnen wir schreiben als by = exp(A)h fir ein A € C*° (M, R). Wir zeigen zunéchst,
dass fiir so eine Metrik

Fp, = Fp, + 00\ (2.30)

gilt, wenn B; der holomorphe und beziiglich h; hermitesche Zusammenhang auf
L ist. Wir konnen VP50 lokal auf einer trivialisierenden Umgebung U durch eine
(1,0)-Form 6 beschreiben (vgl. [13]). Es sei s € I'(U, L|;;) ein nicht verschwindender
holomorpher Schnitt. Da V20 hermitesch beziiglich A ist, folgt

d(|s|2) = (0s,s) + (s,0s) = (6 +0)|s|2.
Projezieren wir auf den (1,0)-Anteil, erhalten wir
oIs]2) = Ols]p  bzw. 6= 0log(lsf).
Damit folgt per Definition von A, dass
VP — VP = log(|s[;,) — dlog(|s[3,) = OA

und schliellich (2.30) mit d(9\) = 9ON. Entsprechend folgt fiir die Zusammenhiinge
auf £X, dass Fa, = Fa, + 200\. Die Forderung (2.29) an h; ist damit dquivalent
zu der Forderung an A

()" +20000)" = 2 exp(V)]aliwn
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zu erfiillen. Da Q2 (M, C) = wi; € QVY(M, €), ist dies dquivalent zu
Fa, Awpr + 200\ A wyy = %exp()\)|a|,21wM/\wM. (2.31)

Nun ist wyy = %(dzl A dz7 4+ dzg A dz3) die Kahlerform auf M. Damit ergibt sich

i

2 ( 2 52\

= 2
=—- l=-A 1.
OON N\ wyy 007 + 07 52?) dvo - M (A)dvo

Die Gleichung (2.31) ist also dquivalent zu

1 1
( Apnr(N) + 3 exp()\)a\%) dvol = _ZiFAO Awpr.
Wegen 0 > deg(ﬁflet) = ﬁ Jos Fag A war ist die rechte Seite —%iFAO A wpy = gdvol
fur eine Funktion g, die gerade die Bedingung [,, gdvol > 0 des Satzes 2.6.8 erfiillt.
Fiir die dquivalente Gleichung

1
AN + gexp(Mlali = g.

existiert nach Satz 2.6.8 eine eindeutige Losung A € C*°(M, R). O

Korollar 2.6.10. [14] Sei (M, gy, In) eine Kihlermannigfaltigkeit mit Spin®(4)-
Struktur Pr,. Wir betrachten den Fall deg(Lk.,) < 0. Dann gilt:

a) Jedes Paar (9, ) aus einer holomorphen Struktur Op auf £ und einem diesbe-
ziglich holomorphen Schnitt oy € T'(L), avg # 0 bestimmt eine Losung (A, ) der
Seiberg- Witten-Gleichungen (2.26), so dass

e die holomorphe Struktur Op des zugehérigen Zusammenhangs B auf L iso-
morph zu O ist

e und ein holomorpher Isomorphismus o auf o abbildet.
b) Diese Losung (A, ) ist eindeutig bis auf Fichdquivalenz.

c¢) In diesem Sinne bestimmt jedes Paar (Or, o) einen Punkt im Modulraum A7, .
Umgekehrt gibt es fiir jeden Punkt im Modulraum .#1, ein Paar (dr, o), das den
Punkt festlegt.

d) Zwei Paare (¢, ap) und (5/[;,046) bestimmen genau dann denselben Punkt im
Modulraum #7,, wenn die holomorphen Strukturen Oy und 5/5 isomorph sind
und ein holomorpher Isomorphismus dieser beiden Strukturen ag auf ein skalares
Vielfaches von «f, abbildet.
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Beweis. a) Sei (dz,p) eine holomorphe Struktur auf £ mit einem holomorphen

Schnitt ag € T'(L£). Wir bezeichnen die hermitesche Metrik auf £ wieder mit h
und den beziiglich h hermiteschen und beziiglich 87 holomorphen Zusammenhang
auf £ mit V5o,

Nach Lemma 2.6.9 gibt es eine hermitesche Metrik h; auf £, welche einen hermite-
schen und beziiglich &5, = d¢ holomorphen Zusammenhang VB auf £ induziert,
dessen zugehériger Zusammenhang VA1 auf Eget erfiillt, dass

i
(Fi)"" = laolp,wnr (2.32)

Sei nun T € Aut(L), so dass T*(h1) = h. Die Existenz von T folgt auch aus Lem-
ma 2.6.9. Wir kénnen zum Beispiel T'(1) = , /ml setzen, falls h; = exp(A)h mit

A € C*®°(M,R) wie im Lemma 2.6.9. Andererseits gilt fiir T zwingend TT exp(\) =
1. Aus der Eindeutigkeit von \ folgt also, dass T" eindeutig bis auf eine Eichtrans-

formation v € C®(M, S') = ¢4 ist. Es ist T(l) = Wl()\)v(l) fiir ein vy € 4.

Fir T € Aut(£) mit T*(h1) = h setzen wir nun o = T~ !(ag) sowie VB =
T*(VBY). Wegen 0y = 0, = Op, ist T ein holomorpher Isomorphismus 7: (£, 0g)
— (L£,0;), der a auf o abbildet. Weiterhin ist VZ hermitesch beziiglich h, da
VB! hermitesch beziiglich hy ist:

d(h(l1,12))(X) = d(h1(T(l1), T(12)))(X)
= hi (VT (1), T(l2)) + hi (T (1), VR T(l2))
= R(T'VT(1h), 1) + h(l, TV T(12))
= h(VE(),lo) + h(l1, V(L))

Also definiert V2 einen Zusammenhang B auf L bzw. einen entsprechenden Zu-
sammenhang A auf Pl . Damit das Paar (4,q) tatsichlich eine Lésung der
Seiberg-Witten-Gleichungen ist, welche den Bedingungen des Satzes geniigt, miis-
sen wir noch zeigen, dass

1
(F)M = Ll

Das folgt aber mit Fg = T™1Fp, T = Fg, und |af} = |T(a)|%1 = \a0|%“ aus
(2.32).

Die Eindeutigkeit von (A, ) bis auf Eichdquivalenz folgt aus der Eindeutigkeit
von T bis auf eine Eichtransformation (siche a)).

Alle Punkte des Modulraumes .#; werden getroffen. Sei (A, «) eine Losung
der Seiberg-Witten-Gleichungen und B der entsprechende Zusammenhang auf
L. Dann liefert obige Prozedur fiir das Paar (0p, ), dass A = 1 sowie T' € ¢4 und
wir erhalten die Bahn von (A, «) unter der Eichgruppe ¢ zurtick.
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d) Sei S: (£,07) — (E,glﬁ) ein holomorpher Isomorphismus, der ag auf ein skala-
res Vielfaches von «f, abbildet. Durch Skalieren mit einer konstanten Funktion
konnen wir auch annehmen, dass S(ap) = o). Dann existieren (wie in a) beschrie-
ben) hermitesche Metriken hy = exp(A)h und k) = exp(\)h mit ensprechenden
beziiglich 0, bzw. 52: holomorphen Zusammenhéngen V51 und V51 auf £ und
entsprechenden Zusammenhéngen VAt und VA1 auf £%, die

1 1
(FXl)l,l = Z!ao\%le und (FX/l)l,l — Z’alo‘ille (2.33)

erfiillen. Insbesondere ist S dann auch ein holomorpher Isomorphismus S': (L£,0p,)
— (£,0p;), sodass Fp, = Fp, sowie Fa, = Fy.

Mit (2.33) erhalten wir |agl7 = |S’(040)|%L,1 = |a0|§*(h,1). Fir S € Aut(£) folgt,
da der holomorphe Schnitt g allenfalls auf einer Nullmenge verschwindet, dass
S*(h}) = hi. Der holomorphe Isomorphismus S ist also auch ein hermitescher
Isomorphismus S: (£,0p,,h1) — (£,0p;,h}). Jede Lésung (4, ), die wir mit
der Prozedur aus a) mit 7' € Aut(£) aus dem Paar (9., ) gewinnen, erhalten
wir mit ST € Aut(£) auch aus dem Paar (9, ap).

Seien nun (9., ag) und (5’0 af)) so gewahlt, dass sie denselben Punkt im Modul-
raum .77, bestimmen. Wir wihlen einen Reprisentanten (A, a) und bezeichnen
den entsprechenden Zusammenhang auf L wieder mit B. Nach a) gibt es holomor-
phe Isomorphismen T': (£,05) — (£,d.) sowie T': (£,0p) — (L,g/ﬁ), so dass
T (o) = ap und T'(a) = . Dann ist T'T~1: (3, o) — (9, ) ein holomorpher
Isomorphismus, der T7"T~1(ag) = o, erfiillt. O

Bemerkung. (zum Beweis von Korollar 2.6.10 d)) Jeder andere holomorphe Isomor-
phismus (9., ag) — (5/5,0/0) bildet « auf eine skalares Vielfaches von af, ab. Ins-
besondere bestimmen (55, ap) und (55, Aoo) genau dann denselben Punkt im Mo-
dulraum, wenn \g € C*.

Das Korollar 2.6.10 prézisiert die folgende Bijektion (vergleiche auch Abschnitt 1.4):
Satz 2.6.11. Falls deg(L%.,) <0, dann gibt es eine Bijektion
M= | PEOM,(L,0z)))

d,eHol(L) (2.34)
= { effektive Divisoren D, so dass c¢1(Op (D)) =c1(L) }.
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Der Fall deg(L’dLet) > 0. In diesem Fall sind die Lésungen der Seiberg-Witten-Glei-
chungen (2.26) Paare (A, 3), so dass

e A ein holomorpher Zusammenhang auf PL, ist,

e 0£p€ F(K]\}l ® L) antiholomorph beziiglich des durch A induzierten Zusam-
menhangs ist und

o (FP)M = —1|B82w)y erfilllt ist.
Ahnlich zum Fall deg(L%,,) < 0 fiihren hier analoge Uberlegungen zu dem Resultat:
Satz 2.6.12. Falls deg(Lk,) > 0, dann gibt es eine Bijektion

My, = { effektive Divisoren D, so dass c1(Op (D)) = c1(Ky @ L71) } . (2.35)
Bemerkung. Wir haben die Bijektionen (2.34) und (2.35) hier nur als Bijektionen von

Mengen betrachtet. Tatsachlich erhalten Friedman und Morgan diese Bijektionen in
[5] als Diffeomorphismen, falls H2(M, Oyr) = 0.






3 Verallgemeinerte
Seiberg-Witten-Gleichungen

Die Seiberg-Witten-Gleichungen verallgemeinern wir hier auf die folgende Situation:
Zunéchst ersetzen wir im positiven Spinorbiindel Wg’ = Qr Xg1x51 H (vergleiche
(2.3)) die Hyperkahler-Faser H durch eine vierdimensionale Hyperkahlermannigfal-
tigkeit X mit geeigneter S xS'-Wirkung auf X und konstruieren einen nicht-linearen
Dirac-Operator. Die diagonale S'-Wirkung ist Hamiltonsch beziiglich der drei kom-
plexen Strukturen auf X und erlaubt drei Momentenabbildungen, mit denen wir eine
neue quadratische Abbildung definieren. Mit diesen beiden Konstruktionen formulie-
ren wir eine Verallgemeinerung der Seiberg-Witten-Gleichungen. SchliefSlich rechnen
wir nach, dass die Eichguppe C*° (M, S!) auch auf den Lésungen der verallgemeiner-
ten Gleichungen wirkt.

3.1 Das lineare Modell der Faser

Bevor wir uns dem verallgemeinerten positiven Spinorbiindel zuwenden, fassen wir
noch ein paar Eigenschaften der linearen Faser H zusammen. Wir betrachten die
Beschreibung des positiven Spinorbiindels aus (2.3) durch

W[—f— = QL XPW@Pé H
mit folgender isometrischer S x S'-Wirkung auf H:
(P ® ps) (€7, €°) (21 + jza) = €721 + je 2

Weiter betrachten wir die durch die Linksmultiplikation mit 41 := 4,1 := j,i3 ;== k
gegebene Hyperkéahlerstruktur auf H:

L =1=L; =14 I :=J: =L, :=Lj I3 :=K = L;; := Ly

Notiz 3.1.1. Die komplexe Struktur I induziert, da sie mit der Darstellung p, @ ps
kommutiert, eine zusédtzliche komplexe Struktur auf WZF . Wenn wir WZF mit dieser
komplexen Struktur versehen, schreiben wir (W, I).

Fiir die drei symplektischen Formen w; = gp (-, [;-) setzen wir

3
WH ‘= wit +wy) +wik = Zwlil
=1
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Lemma 3.1.2. Es gilt wg = %dh A dh.

Beweis. Fir x,y € H ist

le(xv y) = w[(:c, y)l + wJ(‘T’ y)] + CUK(JJ, y)k
= gu(x,1y)i + gu(x, jy)j + gu(z, ky)k
= Re(iy®)i + Re(jyT)j + Re(kyz)k

1 1 _
= —Im(yZ) = Im(2y) = = (27 — yT) = idh A dh(z,y) O

5(
Unter der S' x S-Wirkung gilt fiir die Hyperkéhlerstruktur
( 615)1( —iy 6—16) -7
(e, e9)J(e™™, ™) = cos(y — 8)J + sin(y — §) K (3.1)
(e, ei‘s)K(e_i'y, e_i‘;) = —sin(y — 6)J + cos(y — I) K
Die diagonale S*-Wirkung
e (21 + jz2) = (py @ ps) (€, €7) (21 + jz2) = €P21 + je¥ 2y = Rus (21 + j22),

welche durch Rechtsmultiplikation mit Elementen aus S' gegeben ist, ist also hyper-
kéhlersch. Wir zeigen nun, dass diese Wirkung auch Hamiltonsch ist:

Lemma 3.1.3. Wir betrachten die durch Linksmultiplikation mit i, j, k auf H gege-
bene Hyperkahlerstruktur mit den zugehorigen Kdhlerformen w; = gu(-, I;-) und die
Gruppenwirkung von S, die auf H durch Rechtsmultiplikation gegeben ist. Beziig-
lich der drei Kdihlerstrukturen existieren drei Momentenabbildungen py, by, pr: H —
R = (iR)*, so dass fiir

3

. . . . 1, -
p = i g ik = i gilt pm(h) = Shih. (3.2)
=1

Beweis.

L (mh + hzv) _1 (U’Lh - mh) = Im(vih)

T2

Re(—ivih)i + Re(—jvih)j + Re(—kvih)k

Re(ivhi)i + Re(jvhi)j + Re(kvhi)k

g]H(hz iv)i + gu(hi, jv)j + gu(hi, kv)k
( ,U)Z'—FLQJ(KZ'h,U)j+wK(Kih,U)k

dprly, (v)i+ dpgly, (v)i + dpxly, (v)E = dpml, (v) O

wr

Bemerkung. Dafiir identifizieren wir §** = (iR)* =2 R durch (r,it) := rt fir r € R
und it € iR = s
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Explizit sind die drei Momentenabbildungen auf H = C+ jC = C? wie folgt gegeben:

1
pi(erz2) = 5 (11 = 122l)  poerz2) = ~Im(z22) (1, 22) = —Re(Z722)

Notiz 3.1.4. Die Abbildung pg: H — Im(H) ist regulér auf H\ {0} und beschreibt
H\ {0} als S'-Hauptfaserbiindel iiber pg () \ {0}. Tatsiichlich ist up eingeschrinkt
auf S3 ein Hopf-Biindel S® — S2.

Dass die drei Momentenabbildungen invariant unter der S'-Wirkung sind, kénnen
wir leicht an (3.13) ablesen. Die Momentenabbildung py ist sogar invariant unter der
S x S1-Wirkung und definiert daher eine Abbilung

pr: D(W}) — QO(M, R).
Es sei weiter

pe = prg +ipg (so dass pp = pri+ pej, d.h. pe(z + jz) = —iz1Z)

Es ist ,u@(ei'yzl, ei‘szg) = ¢t(r=9) ue(z1, z2). Betrachten wir also nun das Geradenbiin-
del QL x,,_; C mit der Darstellung p,—s: St x ST — U(1), (0, ¢10) 1 eH70=00),
Wegen
Qr Xp, s C=0qQ Xp, s CxC

=[Lxs C]® [((PU(Q) X det Sl) X g1 L) Xt (D} (3.3)

=L® (Ku© L") =Ky = A*(T" M),
definiert pc eine Abbildung

pe: D(W;) — Q20(M,C),
In der Tat gilt fiir die quadratische Abbildung (2.25), dass
i

a) = Lun(W)ons + 5 (inc +i7@) (4)
: (3.4)

- % (1 (@)wnr + pe (V) + e (v))

(vergleiche hierzu auch Notiz 2.3.3 fiir das Vorzeichen). Die zweite Seiberg-Witten-
Gleichung wird damit zu (vergleiche (2.26))

{ (Fi)

02
FA —_—

pr(Y)war

3.5
e (¥) &

[CJEN TR

In Lemma 2.6.6 haben wir bereits gesehen, dass fir eine Losung (A, 1) der Seiberg-
Witten-Gleichung Fg’2 = spuc(y) = 0 gilt.
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3.2 Gibbons-Hawking-Raume als Faser

Fiir die neue nicht-lineare Faser geben wir zunéchst eine Beschreibung in Karten an,
die (bis auf die quaternionsche Bezeichnung) in [21] hergeleitet wurde. Daran kénnen
wir die fiir uns wichtigen Eigenschaften ablesen. Schlieilich vollziehen wir noch eine
elegantere Beschreibung fiir den 2-Center-Gibbons-Hawking-Fall als Hyperkahler-
Reduktion von H? nach.

3.2.1 Beschreibung in Karten

Da wir spéter auf eine explizite Beschreibung der Gibbons-Hawking-Raume zuriick-
greifen miissen, geben wir in diesem Abschnitt einen Atlas dafiir an. Eine Herleitung
fiir diesen Ansatz ist [21] zu entnehmen. Wir orientieren uns an der selbigen Nota-
tion: Fir die Koordinatenbeschreibung eines k- Center-Gibbons- Hawking-Raumes X
fixieren wir k Zentren:

ya:aaielm(]H):IR3 mit a1 < -+ < ag

Sei € > 0 hinreichend klein in Bezug auf die Absténde der { aq }];:1. Dann setzen
wir fiir die Karten (U,, ¢a)§:o sowie (V,, wa)];:l

Vo= B.(0) C H
Us={a1i+x0j+ask|a; <ay} xS
Ur=({mit+zjt+ask|z <az})
{x1i+m2j+x3k|m1§a1,x2:$3:0})XSI
Uo={z1i+22j+23k]aa—1 <1 <aat1}\
{xli—i-xgj—i-xgk\xl§aa,a:2:a;3:0})><S1
Up={aitajtask|ap1 <w1}\
{x1i+$2j+x3k\x1Sak,xgzxgz()})xsl

mit den folgenden (miteinander vertréglichen) Kartenwechseln:

1. — =z

6 tha (21 + j22) = (ya ~ L, 1) auf {21+ jzo € Be(0) | |2a] < 21| }
N—— 2 |2,’1’

22

z2|> auf {21+ jz2 € Bc(0) | 22 #0}

) 1, -
¢;11/Ja(z1 +]Z2) = <ya — —hih, —
\W—/ 2

6L balz, 0) = (x z‘z|¢9> (3.6)

auf{m1i+jz|aa,1<x1<aa,z#OEC}xSl
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Die Vertraglichkeit ergibt sich aus
el
1, - —i7z1 1, —
= | Yo — Zhih, _Z@Q = (ya — —hih, Zl) .
2 |—iZ122] | 22] 2 |21]

Wir notieren weiterhin fir o =0,...,k

_ _ . _ 1. — z
L 1o 0 2 (21 + j22) = L (ya ~ Shib, )
————
h

lo = —yal und hy=2x1—a,

und setzen damit fiir p = (z1i+x2 j+ask, 0) = (x,0) € U,

1N 1
Vip) = ) Z A
j=1"
1 (& 1 k 1
We(p) =5 +
2 (; lj(hj + l]) j=a+1 lj(h‘J l]))

Betrachten wir nun die folgenden lokalen Endomorphismen (I¢,J%, K%) sowie die
Bilinearform ¢g¢ in der Basis %, 8%1, 8%2, % von T'U,:

0 -V? -VB§ VB¢ —BY VBY —((B$)?+V?) —B$BY
g L1 o BY  BY Ja_ 1] 0 0 0 1%
PoVI0 0 0 -V 7 | 0 BS BS
0 0 1% 0 0o -V 0 0
—-B§ -VB§ -ByB§ —((B§)*+V?)
« 1] 0 0 -V 0
=31 o 1% 0 0
1 0 B BY
(3.7)
1 0 B BY
N 1o V2 0 0
b=y o vei(ms? BB (38)

B§ 0 ByBY  V?+(B§)?
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Lemma 3.2.1. Die lokalen Endomorphismen (I%,J% K®) und die lokale Bilinear-
form g® definieren eine globale Hyperkdhlerstruktur (I,J, K, g) auf X.

Beweis. 1. (I%*,J% K, g%) definieren eine lokale Hyperkéhlerstruktur:

Um einzusehen, dass (3.8) tatséchlich eine Metrik definiert, kénnen wir zum Bei-
spiel die Hauptminoren berechnen. Wir sehen dann mit V' > 0, dass ¢ positiv
definit ist. Offenbar erfiillen (I, J%, K®) auch, dass (I%)? = (J%)? = (K%)? =
—1rye = I*J*K® und sind mit der Metrik g vertraglich. Nach Lemma 1.1.6
bleibt uns zu priifen, dass die folgenden induzierten Formen geschlossen sind:

wre = g%(-, I*) = da1 A (df + Bydzs + B§dxs) — Vdza A dxs
Wja = ga(., Ja') =dxa A (d@ + Bgdxg + Bg‘dxd) + Vdz Adzs (39)
wre = ¢%(, K%) = das A (d0 + BSdxs + Bdzs) — Vdazg A das

Es ist
b = 0B _OB_ OV _, o
deQZO@%f—gXQ:o (1)
dwKa:O@gifx—i—gX)):O (IIT)
]ieQr:e?c):;men wir also mitg—:ﬁ:%, %:%’ g—gz%sowieg—gzéu (i =
ov 1 h ov 1 ov 1

owe 1 1 hy e
g ZF(h+l)<l (hy +15) +1; <1+zj>>

1 & 1 h; h; 1
(B 1))
2j§1lf(h —zj)2<lj b L 22

owe 1 & 1 T2 T2
=—— - =(h; + 1)+ [0+ =
Oza 2;1]2-(hj+lj)2 (lj( ) J( lj>>

R U S VO
2 B(hj—12\ ;7 77 L

Jj=a+1J
® b+ 2l b by — 2l 9
_J 7 | — _Zfpa
-3 St 5 |3

=T
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ow« xs3 - hj + 2lj k hj — 2lj T3
-2 AN . | = ——T° (analog)
Ozs 2 Zl l?(h]‘ + lj)2 ; za;rl l;’(h — lj)2 2
Folglich ist unter Beachtung von z3 + 23 = ljz - h? (1=0,...,k)
0By 0B§ 0V 0 0 oV
_ 7 WY — (oW — Z
Ox3 Jdxo Oz (‘%3( 3W®) 0xo (z2W7) ox1
oW« owe oV
— oW — _ _9v
3 8%3 2 8x2 83:1
o o OV
1 & 2 h; + 2l; h;
e (x2 + 2)7 vl
2jgllj(hj+l]) l3(h +15)? l?
1 & 2 hij—2l;  h;
- (1,2 4 x2) J J 9 0
23.%1 Lhy—1) 72 VB -2 D
OBy OV 9 1% 11
T (W) = 2 — _ N2 =
81’1 aCIZQ axl (x2 ) 8:62 ( 2 .%'2 ( 2 g ?)
OBy 9oV 9 v 1341
— = W) + — =Y —=1=0
83:1 +a$3 81‘1( 3 )+a$3 373—1-233 ( 2; ?)

und (I),(IT),(III) sind erfiillt.

2. (I*,J* K%, g*) sind global wohldefiniert:

In der lokalen Basis
D¢t ¢ durch

%, %, 8%27 8%3 von TU, und TU,_; ist das Differential

L0 2% @

- 01 0 0
Diol16a = 00 1 0
00 0 1

gegeben. Damit und mit

B3 () = By~ (05110a0) =~ 57 2
Bg(p) — B¢l 1¢a(p)) = xﬁx%

konnen wir nun leicht priifen, dass (I%,J%, K“) mit der Metrik g% eine globale
Hyperkéhlerstruktur (I, J, K, g) definieren. O
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Weiterhin ist die folgende S' x S'- Wirkung, die wir in der Karte U, angeben, global
wohldefiniert (vergleiche obige Kartenwechsel (3.6)):

p(e,e®) (x1i+ jz, 0) = (:Ul i+ 70z, ei[a'(‘s—ﬂﬂ]e) (3.10)

Lemma 3.2.2. Die durch (3.10) definierte S* x S*-Wirkung p erfiillt die folgenden
FEigenschaften beziglich der Hyperkdahlerstruktur (I,J,K,g):

a) p ist isometrisch.
b) p kommutiert mit der komplexen Struktur I.
¢) p rotiert die J-K-Ebene der komplexen Strukturen in folgendem Sinne:

ple, ), Tp~ (e, ), = cos(y — 6)J +sin(y — ) K

e e e e (3.11)
P, %), K p~ (e, ), = —sin(y — 8).] + cos(y — 6)K

Beweis. Wir beobachten, dass [, h, und damit auch V' und W unter p invariant
bleiben. Es ist aber

(Bg‘) _ <cos('y —9) —sin(y — 5)) (Bé’) (3.12)
Bg S 015 (p) sin(y —0)  cos(y —9) B )
Damit kénnen wir nun verifizieren, dass
a) pa(eiw’ ew)i 9a|p(em,ez‘6)(x79) Pa(emaeié)* = ga’(gg,e)
b) p*(e, )i 1% gy (0°) 71 (€M, €°)s = T o cit) ()
c) p*(e,e), I (2.0 (p*) 71 (e, ),
= cos(y = 6) J| y(ein eis)(w,0) TSIV = 0) K| iy cis)(1.0)
Die letzte Relation folgt zwingend hieraus. O

Insbesondere wirkt die diagonale S* x S'-Wirkung e - p = p(e??, e")p also hyper-
kdhlersch. Diese Wirkung ist auch Hamiltonsch:

Lemma 3.2.3. Wir betrachten den Gibbons-Hawking-Raum (X,1,J, K,g) mit den
zugehorigen Kihlerformen w; = gu(-, I;-) und die Gruppenwirkung von S*, die auf X
durch (€8, p) — p(e'?,e) p gegeben ist. Beziiglich der drei Kihlerstrukturen existie-
ren drei Momentenabbildungen pr, py, pr: H — R = (iR)*, so dass fiir

3
o= purt 4+ pgj + prk = Zm iy und (x,0) € U,.
=1
gilt
w(x,0) = —x. (3.13)
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Beweis. Wir bemerken zunichst, dass p vertriglich mit den Ubergangsabbildungen
(3.6) ist. Weiter folgt mit (3.9)

dz (v) = dz1 (v)i + dzg (v)j + dzs (v)k

o
=-—wr|gg?)i-wilgpv)i—wK |5

= —wy (Kﬂv)ifu}‘] (Ki,v>jfwK (Ki,v) k

= —dpr(v)i — dpy(v)j — dug (v)k = —dpu(v). O
Notiz 3.2.4. Die Abbildung p: X — Im(H) ist regulir auf X \ g~ {—y1,..., —vr}
und beschreibt X \ = —y1,..., —ur} — w(X)\ {~v1,..., —yr} als S'-Hauptfaser-

biindel. Tats#chlich ist j eingeschrankt auf S € V, ein lokales Hopf-Biindel S3 — S2.
Weiterhin setzen wir wie im linearen Fall
pe = pg +ipg (sodass p=pri+ ucj). (3.14)
Auch hier erfallt ug, dass
peop(e,e?) = g, (3.15)
wéhrend p; invariant unter p ist.

Notiz 3.2.5. Auflerdem lasst sich leicht nachrechnen, dass puc: (X, ) — (C,4) dann
holomorph beziglich der komplexen Struktur I ist.

Desweiteren machen wir spater Gebrauch von den folgenden Eigenschaften der qua-
ternionschen Kéhlerform w:

Lemma 3.2.6. a) Die Kahlerformen wy und wg eines Gibbons-Hawking-Raumes
sind exakt. Genauer ist

wj = d’yJ WK = d"}/K mit YJg = [/K(O,—i) (WK) YK = LK(O,i) (WJ) .
P p

Hierbei bezeichnet Kg das Fundamentalvektorfeld von £ € iR @ iR beziiglich p.

b) Fiir die Fundamentalvektorfelder K der hyperkdhlerschen S*-Wirkung, die durch
(€8, p) — p(eP, €Y p gegeben ist, gilt mit der Konvention (3.14)

v (K™) = (K") + i (K) | = = (tpo)s

¢) Fir die Pundamentalvektorfelder K der S*-Wirkung, welche durch (X\,p) —
p(1, \™") p gegeben ist, gilt

5 (Kt> = 0.

d) Die 1-Form ~¢ := vy + ik (so dass v =g j) ist py—s-Gquivariant.
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Beweis. a) In die Berechnung folgender Lie-Ableitungen flieflen die Relationen (3.11)
ein sowie, dass p isometrisch auf X wirkt:

L0 (wi) = % - (P(lve )y WK) jt g (P(l,e—z‘t)* ',Kp(lae_”)*-)
= % 9 (p(1, €7, p(1,€7 )= sin(~t)] + cos(—H)K) - )
= % - g (-, (sin(t)J +cos(t)K)-) = % o (sin(t)wy + cos(t)wk)
=wy

Lo i) = | (o) = T o (ol e ap1,et).)

= i o (e e costt)T + sin(0)K) )
= % . g (-, (cos(t)J +sin(t)K)-) = % . (cos(t)wy + sin(t)wi)
= WK

Da wy und wg geschlossen sind, folgt hieraus schon die Exaktheit:
wy = Lygo-o(wr) =d ( (0.0 wK> +igo-ndog =d <LK/<JO,Z')WK)
WK = EK(O a(wy)=d (LK;()O,i)WJ> + LK;(JO,i)d(U‘] =d (LKI(J(),{)WJ>
b) Wir rechnen in der Karte U, mit (3.9)
Niws) (Kz) — (Kz) I (Kz) k= wi (K/go,fn’Kg,n) j 4wy (K/goZ)K/gu)) k
:wK( (aa—i-xga ga> 8) —i—wJ( a—i—xga xga,a)k
06 Oz dxg) ~ 00 00 O Oxz ' 00
= T WK (88 689> Jtazwy <682 §9> k= x9j + a3k = —pc(x,0))
c) Da K ,(,O’i) und K ,(;O’m) an jedem Punkt linear abhéangig sind, folgt:

7 (K7) =2 (K7) g+ e (K7) &
= wic (K0, K™Y j 4wy (KO, KO) k=0

d) Wir benotigen wiederum die Relationen (3.11) sowie, dass p isometrisch auf X
wirkt. AuBerdem geht in der folgenden Rechnung ein, dass S' x S! abelsch ist.
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Nach a) ist

p(e,e?) (ve) = pl(e, ey (g (KD, K -) + g (KD, J- ) 0)
=g (KL, Kp(e,e).) +g (KL, Tp(e, ), ) i
=g (K,SO"“, p(e™™, ) (sin(y — 6)J + cos(y — §) K) )
+g (KD, ple™, 7). (cos(y — 8) —sin(y — §)K) ) i
= g (p(e", ). K7D, (sin(y - 6)J + cos(y — )K) -)
+g (p(ew, ei‘s)*Kl()O’i), (cos(y — 8)J —sin(y — 0)K) ) i
=g (Kéo’*i), (sin(y — 6)J + cos(y — §)K) )
+g (K, (cos(y — 8)J — sin(y — §)K) ) i
= —sin(y — )k + cos(y — 6)vs
+ (cos(y — 6)vk + sin(y — 6)7,) i

= (cos(y — 8) +isin(y —9)) (77 + i7K)
=07 (1) O

Definition 3.2.7. Sei (M, gas, Ins) eine Kéhlermannigfaltigkeit mit Spin®(4)-Struk-
tur P, und @, das zugehorige S x S'-Biindel aus (2.3). Fiir einen Gibbons-Hawking-
Raum (X, g,1I,J, K, p) definieren wir das verallgemeinerte Spinorbindel

WL,X = QL XpX

3.2.2 Ein Beispiel von Eguchi und Hanson

Wir zeigen zuniichst mittels Hyperkihlerreduktion, dass 7*CP! (als Mannigfaltig-
keit) eine Hyperkihlerstruktur von H? erbt.

Wir betrachten H? als Hyperkihlermannigfaltigkeit (IH2,g,I,.J, K) mit der Stan-
dardmetrik auf H? = R® und den komplexen Strukturen I, J, K auf TH? = H?p die
durch die Rechtsmultiplikation mit —i, —j, —k gegeben sind. Die Wirkung der Grup-
pe S' € Sp(2) durch Linksmultiplikation auf H? erhélt die Hyperkihlerstruktur und
ist Hamiltonsch beziiglich jeder der drei komplexen Strukturen wy = g(I-,-), wy =
g(J-,-), wg = g(K-,-). Die entsprechenden Momentenabbildungen vy, vy, vg: H? —
R = (s)* sind fiir hy, he € H? gegeben durch

1/ —. — . . . .
5 (hlzhl + hzzhg) = I/](hl, hz)l + (—Z)<Vj(h1, hg) + ZZ/K(hl, hg) )] =: Z/(hl, hg).
= Vc(hl,hg)

(3.16)
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Fiir den reguliren Wert —% von v betrachten wir nun M _; := v~}(—%)/S' und
2

zeigen, dass M_; = T*CP! als Mannigfaltigkeit. Dazu identifizieren wir H? = C? x
2

C? mit der Notation h; = z; + w; j und hg = 29 + woj. Die Momentenabbildungen
sind dann mit z = (21, z2) und w = (wy, we) durch

vi(zw) = = (lwf? = 27)  (=i)ve(zw) = (w,2)c2

gegeben, wobei (-,-)¢2 das (im zweiten Argument konjugiert lineare) Hermitesche
Standardprodukt auf €? bezeichnet. Es ist

:{(z,w)E(D2 x (2 ‘ (w, 2)g2 =0, ]w\zzl—i-\z\z}.

Sei weiter

N::{(z,w)E(D2><(DQ‘(w,z>¢;2:0, w;«éO}.

Natiirlich gilt dann v~1(—%) C N C vg'(0). Die Menge N ist eine offene Umgebung
von v~ (—1) in vg 1(0). Auch N ist unter der S'-Wirkung invariant und sogar C* =
St x Rf-invariant. Ferner gibt es fiir jedes (z,w) € N ein eindeutiges positives
r € R, so dass (r~'z,rw) € v=1(—%). Tatséichlich ist also

= ! (-é) /St = Ny

3
beziiglich der C*-Wirkung A - (z,w) = ((A) 7!z, Aw) auf N. Wir erhalten

M

i :N/C*:{(z,w) € wt XCQ‘w%O}/C*:T*CIPl.

2

Damit kénnen wir T*CP! als Hyperkiihlerreduktion von H? betrachten (vergleiche
Satz 1.3.5). Die Hyperkéhlerstruktur auf H? induziert eine Hyperkéhlerstruktur auf
T*CP!.

Bemerkung. [1] Die so erhaltene Metrik auf T*CP! heifit auch Calabi-Metrik. Auf
gleiche Weise ergeben sich die Calabi-Metriken fiir 7*CIP™ durch Hyperkéhlerreduk-
tion von H"*1

Bemerkung. Da CP! komplex eindimensional ist, stimmt die erste Chernzahl ¢; (CIP*)
mit der Eulercharakteristik x(CP!) = 2 {iberein. Also ist T*CP! = Ogp1(—2). Das
heift, wir konnen T*CIP! in der affinen Standardiiberdeckung wie folgt trivialisieren:

2

Ir— 1"
C C
J{C uQ2y<_.y f
u#0 . v#0 ¢
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Eine solche Trivialisierung kénnen wir fiir die obige Beschreibung von T*CP! explizit
angeben. Wir bilden [z, w] € N/C* wie folgt ab:

N/C* D {w #0} 3 [z,w] — %,w—% @ 2 = (v1,2)
wy |w|? -7 P

wy w3 5]
N/C* D {ws #0} 3 [z,w] — (u);’|w|22<<wi> ,z> ) = (u2,y)
CQ

Die Trivialisierung ist wohldefiniert und erfiillt die Ubergangsbedingungen aus dem
vorhergehenden Diagramm.

Um nun T*CP! die Struktur eines Gibbons-Hawking-Raumes zu verleihen, benétigen
wir weiterhin eine S! x S1-Wirkung p auf T*CP!, die sich im Sinne von (3.11)
mit der Hyperkahler-Struktur vertragt. Wir nutzen wieder unsere Beschreibung von
T*CP! als Hyperkihlerreduktion von H? und betrachten auf H? die S* x S!'-Wirkung
p, die wir beziiglich der Koordinaten zj,ws, 22, ws (in dieser Reihenfolge) mit der
Matrixmultiplikation mit

e 0] 0 0
0 110 0
0 0]e? 0
0 0| 0 "
fiir (7, %) € S x ST angeben. Die Wirkung von / ist isometrisch und die Relationen

(3.11) sind fiir p leicht zu verifizieren. Die diagonale S-Wirkung - = p(e*?, e7) ist
dann durch e - (hy, ho) = (h1,ehs) gegeben. Analog zu (3.16) ist diese diagonale
S1-Wirkung Hamiltonsch mit den Momentenabbildungen fiz, fi, fir, die wir durch

1 /—. . , N[ A = ,
5 (Rziha) = fur(ha, ha)i+ (=) (s (b ha) + ifurc (b, o) )5

beschreiben bzw. in den Koordinaten hy = z1 + w1j und he = z9 + woj durch

. 1 oA _
pu(z,w) = =3 (Jwa® ~ [22)  (~Dic(zw) = vz

angeben. Da V;l(—%) unter dieser S x S*-Wirkung p invariant bleibt und p mit der
fiir die Hyperkahlerreduktion genutzte S'-Wirkung kommutiert, induziert p auf diese
Weise eine isometrische S' x S'-Wirkung p auf T*CP!, die ebenfalls die Relationen
(3.11) erfiillt und deren diagonale S'-Wirkung mit den Momentenabbildungen

il = =3 (jual = 2a)  (“idnelzyu) = oz

Hamiltonsch ist.
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Desweiteren hat diese diagonale S'-Wirkung auf 7*CP' genau zwei Fixpunkte, nim-
lich [z1, 22, w1, we] = [0,0,1,0] =: F} sowie [z1, 22, w1, we] = [0,0,0,1] =: F» — Nord-
und Siidpol von CP* C T*CP!. AuBerhalb dieser beiden Fixpunkte beschreiben die
zugehorigen Momentenabbildungen

T*(D]Pl - {F17F2} M) ]R3 - {(_;7070> 7(07070)}

als S'-Hauptfaserbiindel. Abschliefend bemerken wir noch, dass pug'(0) ¢ T*CP!
sich gerade aus der Vereinigung T }1(DIP1 uCP'U T, CP! zusammensetzt.

Bemerkung. Wir bezeichnen T*CP! mit dieser Struktur auch als Eguchi-Hanson
gravitational instanton. Eguchi und Hanson geben in [3] einen expliziten Ausdruck
fiir die Metrik an. Es ist das einfachste Beispiel fiir einen Gibbons-Hawking-Raum,
der kein Vektorraum ist. In der Literatur finden wir dieses Beispiel auch als 2-center
gravitational (multi-) instanton wieder [7].

3.3 Ein nicht-linearer Dirac-Operator

3.3.1 Verallgemeinerung der kovarianten Ableitung

Es sei ¢ € I'(M, Wy, x) ein (verallgemeinerter) Spinor und fy, € C*(Qr,X)" die
dazugehorige antidquivariante Funktion sowie C eine Zusammenhangs-1-form C €
QNQr,iR®iR) auf Qr. Fiir den linearen Fall X = H ist p = p, @ p; eine Darstellung
auf H = C? und wir erhalten

foeu|, ()= dful, (0 + (PCD) (fu(a))

_ c()
= dful, () + K, )mq)

()

Dabei bezeichnet K, das Fundamentalvektorfeld von C(t) beziiglich der S* x

‘f w(a)
S1-Wirkung py®ps = p auf I = X. Deshalb definieren wir im allgemeinen Gibbons-

Hawking-Fall die 1-Form fgc,, € OY(Qr, TX) fiir verallgemeinerte Spinoren v durch

fvcw‘q (t) = dfyl, (t) + KC(t)’ € Ty @X fiir ¢ € Qr und t € T,Qr. (3.17)

fy(@)

In der Tat gilt auch hier

Lemma 3.3.1. Flir einen verallgemeinerten Spinor 1 und einen Zusammenhang C
auf Qr ist fycy € Vo (Qr, TX)P.

Beweis. Die in (3.17) definierte 1-Form fgc,, erfiillt die folgenden Eigenschaften:
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o (Antidquivarianz) Wir benutzen hier, dass fy antifiquivariant ist und dass S L x
S1 abelsch ist:

<DR(€m76i5)t)
= df¢’q~(ei”¥,ei5) (DR(emveia)t) + K

_ p(e_m,e_w)* dfwlq-(eiv,e”) (t) 4 KC'(t)‘

fv%‘

q,(ei'y7ei6)

C(DR(ei'yﬂeié)t) ‘
fu(a(e,e%))

ple=",e=%) fy (q)

o —’i’7 —id . . C(t)

= p(e™,e7), (fv%’q (t)>

e Wie im linearen Fall verschwindet fyc,, auf Fundamentalvektorfeldern K ¢ (der
St x S-Wirkung auf Qr), da f,, antifquivariant ist:

foeu|, (K) = dfl, (K€) + KOUO| = K¢

+ K* =0
fu (@) ‘fw((I)

Tu(q)

O]

Fiir einen verallgemeinerten Spinor 1 konnen wir das Pullbackbiindel f,*T'X iiber
Q1, durch Herausteilen der S* x S'-Wirkung p zu einem Vektorbiindel iiber M her-
unterdriicken, d.h. wir identifizieren (q(e™,e%),t) ~ (q, p(e”?,e'),t). Wir notieren
dieses Vektorbiindel mit

m*(TX) == f,*TX/(S* x S, p.). (3.18)
Fiir homotope Abbildungen f,, erhalten wir hier isomorphe Vektorbiindel.

Definition 3.3.2. In der obigen Notation definieren wir die verallgemeinerte kova-
riante Ableitung V1 eines verallgemeinerten Spinors 1 durch

VY e T(Wy x) — T(T*M @ myp* (T X))
V|, 0= | foey |, ] €mur@x)
p

firme M und t € T,,, M.

Dabei wihlen wir irgendein ¢ € @, itber m € M und meinen mit ¢ € 7,Q, den
horizontalen Lift von ¢ beziiglich C.
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Die obigen Eigenschaften von fyc,, sichern die Wohldefiniertheit dieser Definition.
Fiir einen Spinor ¢ € I'(M, W, x) erhalten wir das folgende kommutierende Dia-
gramm:

F(Wrx) > pr——fp € C®(Qr, X)"

Ve I IdH{C

[(T*M @ mp*(TX)) 3 V) — fycy € QL (Qr, TX)?

Wir verallgemeinern die Notation (3.18) noch fiir die folgende Situation: Sei E —
X ein Vektorbiindel iiber dem Gibbons-Hawking-Raum X und sei w eine glatte
St x S1-Wirkung auf E, so dass w(e?, ei‘s)‘E t By = Epin cisy, fiir alle z € X ein

Isomorphismus ist. Es gelte auflerdem w(g1)w(g2) = w(g1g2) fiir g; € S* x S*. Dann
setzen wir

m*(E,w) == f,*E/(S* x S*,w). (3.19)
Wenn klar ist, welche Wirkung wir mit w meinen, lassen wir es in der Notation aus.

Notiz 3.3.3. Im Fall X = H stimmt die Definition 3.3.2 mit der normalen kovari-
anten Ableitung {iberein. Insbesondere ist dann

myp*(TX) = fu*(Hp)/ (S x S, (py @ ps)+)

(3.20)
= EQL/(Sl X Sl?ﬂW ® ps) = QL X py@ps H = WIT

unabhéngig von ¢ € I'(M, Wz“ ), da hier py @ ps linear ist.

3.3.2 Verallgemeinerung der Clifford-Multiplikation

Um die Clifford-Multiplikation zu verallgemeinern, brauchen wir ein paar Vorberei-
tungen: Sei zunéchst V ein reeller Vektorraum mit komplexen Strukturen I und J
(also I? = J? = —1), so dass [J = —JI. Wir betrachten die Zerlegung

Vo:=VerC=V"av!

in die Eigenrdume zu +i beziiglich 1. Durch den Automorphismus J erhalten wir die
folgenden komplex linearen Isomorphismen

J .
(Vi) === (V") w0 (V1) — (V),)

sowie

I

Vo=Vl ovi =W, e W,I) = V,I) e C?

(V.D) ¢ (€ +C) = (V. ocH 2

I
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Das Tensorprodukt (V, I) ®¢ H ist so zu verstehen, dass Iv® h = v ® hi. Wir nutzen
die komplexe Struktur I ® 1y = 1y ® R;. Konkret ist die Zeile (3.21) fir vi,v2 € V
gegeben durch:

vV1Re+11®e v Q1+ 1287

7T1’0(U1) + J7T1’0(’U2) — Wl’o(vl) @ J7T1’0(U2) +—— V1 D V2 «——

V1 + vy — wl’o(vl + ivg) @770’1(1}1 +ive) — vy + [ve & —J(v1 — [v9)
— (v + Tve) ® e — J(v1 — Tvg) ® eg — (v1 +1vg) @1 — J(v; — [vg) ® 5

Zusammengefasst erhalten wir den komplex linearen Isomorphismus

O:Ve=VeRrC— (V,I)®c H
VRzZzF— IR z—JU® jz

Wl’o(vl) =+ Jﬂl’o(vz) —i1®1+v® .

Beobachtung 3.3.4. (Realteil) Der Realteil auf Vg, den wir durch die Konjugation
auf C erhalten, iibersetzt sich durch ¢ wie folgt:

Ve —2=(V,]) @ H
v®z>—>v®zl \Lv@hr—>JU®h(j)::Konj(v®h)

Ve —2= (V,1) ®c H

Wohldefiniertheit der rechten Seite und die Kommutativitdt des Diagramms sind
leicht nachzurechnen. Demzufolge definieren wir auf (V,I) ®¢ H den Realteil durch

1
Real(v ® h) := §(v®h— Jv® hj) . (3.22)
Beobachtung 3.3.5. (S! x S'-Darstellung) Sei g: S' x S' — V eine Darstellung,

die sich mit (I, J, K = I.J) wie in (3.11) vertrégt. Dann gilt fiir die komplex lineare
Fortsetzung auf V¢

@Q(e”, ei‘s)(I)_l(vl R1I+v20j) = @Q(e”, ei‘s) (Wl’o(vl) + le’o(vg)>

= ( (e, €)1 (vy) + [cos(y — 6)J + sin(y — 8) K]o(e, eia)ﬂl’o(v2)>
= @ (7"(o(e", ¢®)or) + Jleos(y - 8) — sin(y = 6) 117 (o€, ¢ )uy) )
= o(¢",¢®)o1 ® 1 + [cos(y — 8) — sin(y — §)I]Jo(e", e )vr ® j

= 0(e7,e®)v; @1 + o(€", )y @ je'O™).
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Sie induziert also auf (V,I) ®¢ H die Darstellung

(Vies 00) = (V. 1) ®c H, 0@ (1@ ps_)). (3.23)

Da die Darstellung auf Vg komplex linear fortgesetzt ist, ist sie auch vertraglich mit
der Konjugation auf (V, ) ®¢ H im Sinne von Beobachtung 3.3.4.

Beobachtung 3.3.6. (Fall V = H) Betrachten wir den Spezialfall
V=Wl I=L, J=L,
Dann gilt fir v @ h € (V,I) ¢ H, €*? € S! und ¢ € Sp(1), dass

v @ h=v® he¥
O((Ry)e)® (v h) =vg®h
O((Ly)c)® (v ®h) =v & qgh. (3.24)

Letzteres zeigt eine einfache, aber lingere Rechnung. (Zur Erinnerung: Mit R, und
L, sind Rechts- bzw. Linksmultiplikation mit ¢ gemeint.) Schliefllich folgt daraus,
dass sich die auf Vg komplex linear fortgesetzten Darstellungen

psi @ pgr - det: U(2) x ST — U(2) ([A, q], u) — (h +— AhAu)
pPst - Pstand : U(Q) X Sl - U(2) ([)‘v Q]vu) — (h = qh)‘u)

unter ® wie folgt iibersetzen (vergleiche hierzu auch den Anhang A.1):

1R

(Ve (pst @ pg1 - det)e) = (V,I) @c H, (ps1 @ pgr - det) ® (1 & det)) (3.25)

[l

(VCa pPst (pstand)C) ((V7 I) (2 ]Hv (pSl S ps1 - det) & pstand) (326)

Exemplarisch verifizieren wir hier (3.26) unter Verwendung von (3.24):

(s - patana) (Mgl W)@ (0@ 1) = @ (4@ (v @ W)

= v\ ® qh

= AvAu ® ghA

= (ps1 @ ps1 - det)([A, ql, u)v @ pstanal[N, q], u)h
(Fiir (3.25) ersetze in der Rechnung ¢ durch \X.) Da die Darstellungen auf V¢ komplex

linear fortgesetzt sind, sind sie auch vertraglich mit der Konjugation auf (V,I) ®c H
im Sinne von Beobachtung 3.3.4.

Bemerkung. (3.25) ist auch eine Konsequenz aus (3.23).
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Weiterhin iibersetzt sich die komplex lineare Fortsetzung des Homomorphismus von
U(2) x S'-Darstellungen aus (2.11) durch @ in dieser Weise (vergleiche auch (2.12)
und die Ubersicht aus Anhang A.1):

(RY,5) ® (Vo, (s @ pg - det)e) —> (RY, 5) @ (V,]) @c H, (pg1 @ pg1 - det) ® (1 det))

ic@l iid ®c

(VC> pst - (pstand)@) ((V7 I) ¢ ]Ha (,051 D pgt - det) o2y pstand)

Im Wesentlichen nutzen wir hier nur die Eigenschaft (3.24). Auch diese Operation
ist mit der jeweiligen Konjugation vertraglich.

Wir wenden nun Beobachtung 3.3.5 fiir V' und g auf TX und p, an. Unter Beriick-
sichtigung der Faserverschiebung folgt mit (3.3)

M (TXg) = mb*(TX) @ map* (Hy, 1 & py_sy)
= my*(TX) ® He, / ($" x §1,16 ps,)
=m*(TX) ® QL X1¢ps_, H=my*(TX) ® QL X1gp,_, C*
= my"(TX) @ (Cy @ K}
=mp*(TX) @ WL, (3.27)

Diese Zerlegung deutet darauf hin, dass wir eine Verallgemeinerung der Clifford-
Multiplikation auf m*(T'X) definieren konnen, indem wir sie auf die bekannte
Clifford-Multiplikation auf dem Faktor W zuriickfiihren und dann in geeigneter
Weise einen Realteil bilden. Priifen wir also zunéchst, wie sich diese Zerlegung auf
den klassischen Fall X = H auswirkt.

Wir haben bereits gesehen, dass dann my*(TX) = W; (Notiz 3.3.3). Fiir unsere
Zwecke ist es nun giinstig mit den Biindeln W}, W, W, W als assozierte

Biindel von Pyy(9) x L zu arbeiten (vergleiche den Anhang A.1 fiir die bendtigten
Darstellungen). Wir entnehmen (3.25) und (3.26), dass ® die Biindelisomorphismen

Wi eor C - (W, 1I)@c Wi, (3.28)
W; @r C — (W, 1) ®@c W, (3.29)

induziert. Insbesondere stimmt (3.28) mit dem Isomorphismus (3.27) tiberein. Da
die jeweilige Konjugation in der Faser mit den entsprechenden Darstellungen kom-
mutiert, haben wir auf allen Biindeln eine wohldefinierte Konjugation, mit der die
Isomorphismen (3.28) und (3.29) vertréglich sind. Schliefllich liefert das Diagramm
aus Beobachtung 3.3.6 fiir ¢ € T'(T'M) das folgende kommutierende Diagramm (c
bezeichnet die Clifford-Multiplikation):
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Wi = (Wi D@ Wik
/ /
%
Wi @r C = (Wi 1) @c Wik, id @c(t)
c(t
) id ®c(t)
c(t)®1 WE = [(W;a I) ®c Wc?m} .
/ /
%
W, @r C = (W I)®c W,

Im verallgemeinerten Fall (wenn X irgendein Gibbons-Hawking-Raum ist) kénnen
wir leicht priifen, dass der folgende Teil des Diagramms erhalten bleibt:

e (TX) ~ [myp* (TX, 1) @ Wi, ]
Re
my* (T Xe) = mp*(TX,I) @ Wi, id @c(t)

id ®c(t)
(™ (T X, 1) @ Wegnl,

A

Real
m*(TX, 1) @ W,

Definition 3.3.7. Es sei ¢ € I'(M, Wy, x) ein verallgemeinerter Spinor. Wir definie-
ren die verallgemeinerte Clifford-Multiplikation cy, auf I'(T*M ® my*(TX)) durch

cyp: T(T*M @ my*(TX)) =5 T (T*M R [m@b*(TX, I) ®c Wg;n]r)
SO T ([ (TX, 1) © We],) -

Schliellich erweitern wir den Dirac-Operator mittels der verallgemeinerten Konstruk-

tionen fiir kovariante Ableitung und Clifford-Multiplikation:

Definition 3.3.8. Es sei ¢ € I'(M, W], x) ein verallgemeinerter Spinor und A ein
Zusammenhang auf dem Determinantenbiindel PdLet, der auf L einen Zusammenhang
B festlegt. In der Notation von Notiz 2.2.1 definieren wir den wverallgemeinerten
Dirac-Operator mittels
VB®¢®B * * c * —

D e T(Wix) ~——— D(I"M @ my* (TX)) =5 T ([m" (TX, 1) © W),
Bemerkung. Aus den vorangehenden Betrachtungen ist klar, dass es sich bei diesen
Definitionen um Verallgemeinerungen des klassischen Falls X = H handelt.
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3.4 Verallgemeinerte Seiberg-Witten-Gleichungen

Die Momentenabbildungen pr: X — R und pe = pg + ipgx: X — C, die wir fiir
einen Gibbons-Hawking-Raum X beziiglich der diagonalen S!'-Wirkung erhalten,
erfiillen wie im linearen Fall, dass

prop(e,e’) = py (3.30)
pe o p(e,e?) = 0 pg, (3.31)
Daher sind die folgenden Abbildungen wie im linearen Fall wohldefiniert (vergleiche
(3.3)):
pr: T(Wp x) — Q°(M,R)
e T(Wix) — Q20(M, C)

Damit formulieren wir schliellich die verallgemeinerten Seiberg-Witten-Gleichungen:

Definition 3.4.1. Sei (M, gas, In) eine Kéhlermannigfaltigkeit mit Spin®(4)-Struk-
tur Py, und (X, g, 1, J, K) ein Gibbons-Hawking-Raum. Fiir einen Zusammenhang A
auf dem Determinantenbiindel P, und einen verallgemeinerten Spinor ¢ € I'(Wp, x)
definieren wir die verallgemeinerten Seiberg- Witten-Gleichungen

Py = 0
{ Ff = L(uw)wm + pe) + me())
oder dquivalent
Y =0
(FDOM = qu@)wm (3.32)
Fy* = o)

Bemerkung. Die zweite verallgemeinerte Seiberg-Witten-Gleichung ist gerade so ge-
wahlt, dass sie im klassischen Fall die zweite bisherige Seiberg-Witten-Gleichung ist
(vergleiche (3.4)).

3.5 Die Wirkung der Eichgruppe

Die Eichgruppe 4 = C*°(M, S') wirkt auf dem verallgemeinerten Konfigurations-
raum
CrL.x = { (A, 9) ‘ A Zusammenhang auf Pl « € T(Wp x) }

durch
v (Aﬂ/J) = (A’yvfy : ¢)7

wobei wie bisher AY = A —2v*n (vergleiche (2.7)). Auf den verallgemeinerten Spino-
ren induzieren wir die Wirkung +-v aus der diagonalen S'-Wirkung auf X, das heifit
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fir ¢ = [q,2] € T'(Qr x, X) meinen wir v -9 = [q,7 - z] bzw. fiir die entsprechende
antidaquivariante Funktion fy gilt f,., = 7v- fy. Die Wirkung ist wohldefiniert, da die
diagonale S'-Wirkung mit der S! x S'-Wirkung p kommutiert.

In (2.10) haben wir bereits gesehen, dass Fyv = F4. Weiterhin sind auch p; und pg¢
invariant unter der diagonalen S'-Wirkung (siehe (3.30),(3.31)). Wir halten fest

ot
2
i
2
Untersuchen wir also, wie sich die Eichgruppe ¢ fir die erste verallgemeinerte
Seiberg-Witten-Gleichung auswirkt. Es sei wiederum B der Zusammenhang auf L,
der durch einen Zusammenhang A auf P({jat festgelegt wird. Dann wirkt ¢ auf B
durch BY = B — ~v*n (vergleiche (2.6)) und entsprechend auf dem Zusammenhang
C:=B®®® B auf dem S x S'-Biindel Q, durch C" = B & ® @ B".

Die Wirkung der Eichgruppe ¢ auf dem verallgemeinerten Spinorbiindel I'(W7p, x)
induziert eine abgeleitete Wirkung auf den Zielrdumen der verallgemeinerten kova-
rianten Ableitung. Fir v € ¢ und ¢ € I'(Wp, x) notieren wir diese ebenfalls mit

FY (nr()wnr + pe () + ic(¥))

(3.33)

= Fi =<l v)wn+pcty-v)+me(y-v)).

v D(my™(TX)) — T(m(y - 9)"(TX))

(g, 1] — [g,7(q)«!] (3.34)

Die Wirkung ist wiederum wohldefiniert, da die diagonale S'-Wirkung mit der S* x
S1-Wirkung kommutiert.

Lemma 3.5.1. Fir~y e ¥ und € I'(Wy, x) gilt v - VO y) = V.

Beweis. Sei f,, wiederum die zugehorige antidquivariante Funktion und 3,: S Lo X
fir x € X durch g — g -2 gegeben. Fiir ¢ € Qr, und t € T,(), gilt dann

1@ (Foer], () = 1@ (dfw—w!q 0+ K Lw(q))

=(q)« (d(v" t) L KO0
1@ (467 £0)] ©) 9@ KOO
= v(q)« (7*1((1)* dfyl, () + Dﬂm(q)Dq’Y*l(t))
. KCW

+r(7(9),7(9)) ‘pfl(w(q)ﬁ(q))fw(Q)
= dfyl, (1) + DBiy.1,)(@ Py () + K C(t)‘m(q)
B -2 C(t)
= Afyl, () +DBs.g ) (—172(0) doly () + KOO
= dfyl, (1) = DBy (v @) + KV

= dfyl, (t) = D1By,(q) (¥'n(t)) + KC®

)

Ty(q)

fy(q)
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= dfyl, (t) = Di(p(-) fu(q)) (1253) n Kc(t)’

cy— (V)
= dfqu t)+ K ®) (v*n(ﬂ)

(t). O

= dfyl, () + K| .

ot~ T
Setzen wir die Wirkung (3.34) der Eichgruppe ¢ auf I'(my*(T'X)) komplex linear
auf I'(my* (T X¢)) fort und betrachten die Wirkung, die wir dadurch mit dem Iso-
morphismus (3.27) auf T'(my*(TX,I) ® W ) induzieren, stellen wir fest, dass ¢

wegen Beobachtung (3.3.5) nur auf dem ersten Faktor I'(my*(TX,I)) wirkt: Fir
MR®1+v®j € wa(q)X ® H haben wir

V(@) (11 @1+ v2®@ 1) = 7(q)«(v1) @ 1+ 7(q)«(v2) @ J.

Insbesondere bleibt das Biindel W, auf dem wir die verallgemeinerte Clifford-
Multiplikation ausfithren, von dieser Wirkung unberiihrt. Wir definieren also auch

hier fiir v € 4
v Dy (TX, 1) @ W,

can

[q,v ® h] — [g,7(q)«v @ h].

) — T(m(y - ) (TX, 1) @ W

can )

In diesem Sinne kommutiert die verallgemeinerte Clifford-Multiplikation mit der
FEichgruppenwirkung. Zusammenfassend erhalten wir mit Lemma 3.5.1 das folgende
kommutierende Diagramm:

0 Py
/W\C\)
b€ P(Wyx) Yo s T(T* M © mip* (TX)) — = T (" (TX, 1) © W],
. l i ly. c ] 7

v € T(Wpx) ~> T(T*M @ my - )" (TX)) — % T ([m(y - )" (TX, 1) & W,

CG/I’L]T)
\\\*/

V= B (v )
Wir schliefen 244 = 0 = P (v - 4) = 0. Invertieren liefert die Aquivalenz
Pap=0 <= Py ¢)=0 (3.35)

Zusammen mit (3.33) ist nun klar, dass die Eichgruppe ¢ auch auf den Lésungen
der verallgemeinerten Seiberg-Witten-Gleichungen operiert.

Definition 3.5.2. Der verallgemeinerte Seiberg- Witten-Modulraum ist

i x = { (A6) € Cux | Pho = 0.Ff = 5 (ui(whons + o) + 76(0) | /4






4 Der verallgemeinerte
Seiberg-Witten-Modulraum

Wir beweisen zunéchst eine verallgemeinerte Weitzenbock-Formel in L2-Normen #hn-
lich wie in [17]. Damit schlieBen wir auf eine zusétzliche Symmetrie der Losungen
(A, 1) der verallgemeinerten Seiberg-Witten-Gleichungen (3.32). Wir zeigen weiter,
dass verallgemeinerte Spinoren holomorph sind und als Schnitte von @p x X stets
immer nur eine Sphére in X treffen. Schliellich erhalten wir einige nicht-lineare
Differentialgleichungen, die sich nur wenig von den Kazdan-Warner-Gleichungen un-
terscheiden, und die, wenn sie eindeutige glatte Losungen haben, dhnliche Resultate
wie im linearen Fall implizieren, d.h. eine Formulierung des Modulraumes durch
Divisoren und charakteristische Klassen.

4.1 Eine Weitzenbock-Formel
Im klassischen Fall X = H gilt

Satz 4.1.1. (Weitzenbock-Formel) [16] Seien A, ¢, B Zusammenhinge wie in
Abschnitt 2.2. Dann gilt

* s 1
(DAY = (V92F) V98 4 2 4 SelFa),

wobei s die Skalarkrimmung auf M bezeichnet.

Wir folgen nun dem Vorgehen aus [17], um eine Weitzenbick-Formel herzuleiten,
welche die L?-Normen von verallgemeinerter kovarianter Ableitung eines Spinors
mit dem verallgemeinerten Dirac-Operator vergleicht.

4.1.1 Beschreibung der Clifford-Multiplikation durch u*F

In diesem Zusammenhang ist es fiir uns von Vorteil statt mit S x S'-antiiquivarian-
ten Abbildungen fy: Qr — X zu arbeiten, verallgemeinerte Spinoren als U(2) x S*-
antiiquivariante Abbildungen u: Py Xy L — X aufzufassen, da wir aus Py(g) xar L
auch T'M als assoziiertes Vektorbiindel ableiten konnen. Wir erinnern uns, dass

QL =L xpn (PU(Z) X det L) = (Pu@) XM L) Xp g @pg-det St x gt
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und nutzen die Korrespondenz

C®(Qr, X)? =5 C®(Py(a) x L, X)P
Jy —u  sodass, u([p,1]) = fy([p,1,1,1]),

wobei die U(2) x S1-Wirkung p auf X durch

ﬁ(P‘? Q], u) = P(U7 U)‘2)

gegeben ist. Fiir (A, ¢,u) € S* x Sp(1) x S! setzen wir auBerdem

PN q,u) = ([N, gl u) = p(u, ur?). (4.1)

Dann wirkt die zweite S' auf X hyperkihlersch und die erste S' rotierend in folgen-
dem Sinne: Fiir A = ¢ € S! gilt
(eia)*l(e—ia)* —7
(€'),J (e7'), = cos(—2a)J + sin(—2a)K (4.2)
(€') K (e7"), = —sin(—2a)J + cos(—2a)K.
Beides ergibt sich aus (3.11). Deshalb schreiben wir fiir die erste S oft S} und
fiir die zweite S} — auch dann noch, wenn wir nicht von Wirkungen auf X sondern

von Wirkungen auf anderen Mannigfaltigkeiten sprechen, die eine (anti-)aquivariante
Abbildung nach X zulassen. Ferner sei

F:={f:H—T,X | fisometrisch, fol; =0 f,l=1,2,3, x € X } (4.3)

das Biindel isometrischer H-linearer Rahmen von T X, wobei wir die komplexen
Strukuren Iy = 1,1y = J, I3 = K auf H wie im linearen Modell durch die Linksmul-
tiplikation mit %, j, k verstehen wollen. Dann ist F' mittels

Sp(l) x F — F

. (4.4)
(A, f) — Ry f
ein rechtes Sp(1)-Hauptfaserbiindel iiber X . Schliellich setzen wir
QL = Py(a) xu L. (4.5)

Um die beiden Sp(1)-Wirkungen aus (4.1) und (4.4) besser unterscheidbar zu ma-
chen, schreiben wir fortan Spy(1) fiir die Sp(1)-Wirkung auf Qp, unter welcher die
verallgemeinerten Spinoren u invariant sind bzw. welche trivial auf X wirkt (verglei-
che (4.1)). Wir schreiben Spy(1) fiir die Sp(1)-Hauptfaserbiindelwirkung (4.4) auf F
bzw. Sp(1)-Wirkungen, die dadurch induziert werden.
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Betrachten wir nun fiir einen verallgemeinerten Spinor u das folgende Diagramm:

U F v F
/
T TX
Ly
7TMi\ QL X
™M
M

Ziel der folgenden Uberlegungen ist es nun, eine einfache Beschreibung der verallge-
meinerten Clifford-Multiplikation durch das Biindel u*F' zu erlangen. Wir beginnen
mit folgendem

Lemma 4.1.2. Die S} x Spy(1) x S}-Wirkung

(Sﬁ x Spy(1) x S,IL) xF— F

N (4.6)
(N qyu), f) —p(A\, g, u) LY f

ist eine Hochhebung Uonﬁ beziiglich mx, welche mit der Spp(1)-Hauptfaserbindel-
wirkung (4.4) kommutiert.

Beweis. Der einzige nicht offensichtliche Punkt fiir die Wohldefiniertheit dieser Wir-
kung ist, dass ein Rahmen nach einer S!-Wirkung auch mit J und K kommutiert.
Dazu rechnen wir fiir e’ € S}

(F)Liia f) T = ()T fLeia = (7)1 () f Lo
= J(E)(€)u f Lo = J(€")s f(**) Lemio
—J ((eia)*L;a f) 0
Auf w*F = { (q,f) € @Z x F ‘ [ H—TygX } betrachten wir fortan die folgende
Rechtswirkung von S} x Spy(1) x S}
(S} X Spp(1) x S,ll) X u'F — u*'F

N (4.7)
((aw), @ £) — (@ (N alw) pO q,u); ' L5 f)

Die Wohldefiniertheit folgt hier unmittelbar aus der Antidquivarianz des Spinors u
beziiglich p.
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Desweiteren kommutiert diese Wirkung auch mit der zuriickgezogenen Sp(1)-Wir-
kung

Spp(1) x w*F — u*F
(A4,(q, 1)) — (@ Ry f) -

Notiz 4.1.3. Zusammengefasst ergibt sich fiir unser obiges Diagramm folgendes
Verhalten beziiglich der genannten Gruppenwirkungen:

(4.8)

u antidquivariant aquivariant
*5 -
g 3 =
5|~ = 8
2| £TX 5| TX
3 E Z
g g =
~ — u U
i _—
M QL antidquivariant X
g
C% ™™ M
E
N
M M
St x Spy(1) x S} wirkt auf Qr und Spp(1l) wirkt auf F und w*F von
u*F von rechts und auf X und F von rechts.

links.

Notiz 4.1.4. Wenn wir nun die Wirkung von S} x Spy(1) x S} mit der Wirkung
von Spp (1) auf u*F vergleichen, stellen wir fest, dass

(87 > 8po(1) x S}) %z, Spp(1) = { [\, ). A] | (<X —g,u, 4) ~ (A.q.u,—-A) }

frei auf u*F operiert und diese Wirkung u*F als (S} x Spy(1) x S}) %z, Spp(1)-
Rechtshauptfaserbiindel iber M beschreibt.

Aus diesem Hauptfaserbiindel kénnen wir mit den entsprechenden Darstellungen
auch alle Biindel zuriickgewinnen, die wir als assoziierte Bundel beziiglich Q; =
Py(9) X L erhalten (vergleiche hierzu Tabelle A.1). Zudem erhalten wir folgendes

Lemma 4.1.5. Sei ¢ ein verallgemeinerte Spinor und u € C*> (@Z, X); die entspre-
chende antidquivariante Funktion. Dann ist

a) [mY*(TX,I) @ Wi,|, =my*TX Zu*F x,, H, wobei

o4+ (8! x Spo(1) X 1) X2, Spp(1) — Aut(H) (A q,u), A] — (h > WA
b) [my*(TX,I) @ W,,lr Zu*F x,_ H, wobei

o (8! x Spy(1) x S}) X2, Spp(1) — Aut(H) (A q,u), A] — (h s ghA).
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c)

Die verallgemeinerte Clifford-Multiplikation aus Definition 3.3.7 dibersetzt sich
mitt € T*M = TM = u*F x, R* 3 [r, 2] wie folgt:

[m*(TX,I) @ Wg,], uF x,, H
id ®c(t) [r, h] — [r,zh]
[mY*(TX, 1) @ Weg,), w'F x, H

Mit anderen Worten: Die verallgemeinerte Clifford-Multiplikation ist die durch
den Homomorphismus von (S} x Spy(1) x S}) xz, Spp(1)- Darstellungen

(R47 S) ® (Ha 0‘+) - (IH,O-*)
gegebene Multiplikation
U'F X590, (R*@H) — u*F x, H.

Beweis. a) Wir geben den Isomorphismus explizit an. Es ist

WF xo, H={[r,h]|reu'F, heH, (r-[\qu),ALh)~(rXhd)}

sowie
M TX = fy*TX/ (S} x S5, ps)

= u"TX/ (S} % Spy(1) x S}, )

={l@t|aeqr teT@X, @ (Adw,b~@r\agu.b)}.
Die folgende Abbildung

uF xo, H— my*TX
[, h] — [7(r), u(r)(R)]

ist wohldefiniert und liefert den gesuchten Isomorphismus.

Per Definition von F' iibersetzt sich die komplexe Struktur I auf m*TX unter
dem Isomorphismus aus a) auf u*F x,, H zur Linksmultiplikation mit 4. Deshalb
kénnen wir wie in Beobachtung 3.3.6 vorgehen, um festzustellen, dass sich o4 und
o_ unter ® wie folgt tibersetzen (Tatsachlich miissen wir fiir den Beweis nur o_
betrachten.):

]
(Hor C,os @r 1) = (H, L) ®c H,op ® (16 det)) (4.9)
[

(IH ®r C,0- Qr 1) ((Ha Lz) ®c H,o04 ® pstand) (410)
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Wir verifizieren hier (4.10) unter Verwendung von (3.24):

o ([(A g, u), ANO (v @ h) = (¢} (v @ h)A)
=vA®qh
= MWA ® ghA
= 0+ ([(A g, u), ADv @ pstana([(X; ¢, w), A]h
(Fiir (4.9) ersetze in der Rechnung ¢ durch A.) Da die Darstellungen auf H ®g C

komplex linear fortgesetzt sind, sind sie auch vertraglich mit der Realteilbildung
auf (H, L;) ®c H im Sinne von Beobachtung 3.3.4.

c¢) Hierfiir geniigt es zu priifen, dass folgendes durch ® induziertes Diagramm kom-
mutiert. Wir nutzen wiederum Eigenschaft (3.24). Auch diese Operation ist mit
der jeweiligen Konjugation vertraglich.

(RY,s) ® (H @R C, 04 ®r 1) — (RY, s) ® (I, L;) ®c H, 04 @ (1@ det))

\Lc@l \Lid ®c

(IH RR C, - ®R 1) = ((IH7 LZ) Rc IH, 04 & pstand)

4.1.2 Zusammenhiange auf u*F

Wir haben bereits gesehen, dass u*F ein (S} x Spo(1) x S}) Xz, Spp(1)-Hauptfaser-
biindel ist (vergleiche Notiz 4.1.4). Per Definition ist u*F auch ein Sp(1)-Haupt-
faserbiindel iiber /QVL Wir definieren nun eine Zusammenhangs-1-Form auf v*F', die
kompatibel mit den bisher betrachteten Zusammenhéngen auf 1 und dem Levi-
Civita-Zusammenhang auf F ist:

Lemma 4.1.6. a) Es sei a eine zuldssige Zusammenhangs-1-Form auf dem Biindel
QL = Pypy xm L (d-h. auf dem iR @ sp(1) = u(2)-Anteil ist a der Chern-
Zusammenhang) sowie px die Levi-Civita-1-Form auf F. Die folgende 1-Form

a:=7"(a) ® T (px) — T (px) <K§IF“>('))
e (vF, (IRosp(1) ®iR) @ sp(1) )
definiert eine Zusammenhangs-1-Form auf u*F'.

b) Die so definierte Zusammenhangs-1-Form a erfillt, dass der horizontale Lift eines
Tangentialvektors X € T M beziiglich a gleich dem zundchst beziiglich a und dann
beziiglich u*(px) gelifteten Vektor dbereinstimmit:

—u*(px)
a

X=X
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Beweis. a) Wir benutzen hier Notiz 4.1.3 und beachten, dass die Gruppenwirkungen
von S} x Spy(1) x S} und Spp(1) kommutieren. Die Form @ verschwindet auf
Fundamentalvektorfeldern: Fir £ € iR @ sp(1) @ iR und n € sp(1) ist

fon ~% 5 ok 3 ~k ;l'\* a K( 5T o *
(D) = 7(0) (KED) 00 (o) (K — 0 o) (B0
¢ ¢ a(kegy)
= a(K5) © ox(=Kp+ Ki) + ox | Kp °*
= £& —px(KL) +n+¢x (Ki) =€ @n.

Und die Form @ ist mit der Gruppenwirkung vertriiglich: Mit g € S} x Spy(1) x S}
und A € Spp(1) sowie t € I'(T*(u*F')) erhalten wir

a((Rg,a))«t)

=7"(a) ((R(gyA))*t) © U (px) ((R(gyA))*t) — T (px) (Kfjé@((R(g,A))*t))
= a((Ry)7ut) © ox ((Lg-1)a(Ra)shut) + x ( K;«Rg)*ao)

= Ady17(a)(t) @ px ((Ra)e(Ly-1)liet) + px ((RA)*K?dgl?*(a)(t))
— Ady (@) ® Adgrox ((Ly0). (@t + K OY))

= Adg—lﬁ*(a)(t) @ AdA_lgox (a*t + K?*(a)(t))

— Adgay (%*(a)(t) ® 7 (px) (t _ KT ;a)(w)) — Adg_1)1a(t)

b) Per Konstruktion sind die Bedingungen @ = 0 und (7*a und u*(¢px) = 0) aqui-
valent. O

Mithilfe dieses Zusammenhangs @ geben wir in Lemma 4.1.8 eine niitzliche Beschrei-
bung von (7)* (V‘W)). Dazu betrachten wir zunachst die kanonische 1-Form 0x
auf F', das heifit

9X|f (U):f_l(ﬂ‘X)*(U) eH ffll“UETfF.
Lemma 4.1.7. a) Beziiglich der Wirkung (4.6) gilt fiir (A, q,u) € S} x Spy(1) x S

sowie N, q,u) (Ox AOx) =X

b) Fir w=wri+wsj+wgk ist (rx)*w = %GX ABx.
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Beweis. a) Fiir v,vi,vy € Ty F ist

(A g, w)* x|y (v) = (PO g, ). f )1(7TX)*()\MLU)*(U)
= X7 g )Tt B g, u)a (7x) (0)
=X fHmx)a(v) = X Ox]; (v)
und
(A gw)* (0x AOx) (v1,02) = XOx(v1) - XOx (v2) = XOx (v2) - XOx(v1)
= XOx(v1) - Ox (v2)A — XOx (v2) - Ox (v1)A
:X(GX/\@(ULUQ)))\.

b) Wir nutzen hier Lemma 3.1.2:

(mx)*wl; (v1,v2) = w|f((7TX) (v1), (mx)«(v2))
= wi(f 1 (mx)«(v1), £ (mx)« (v2))
= wn(0x (v1), 0x(v2))
_ %dh/\dﬁ(@x(vl),ex(vg)) _ %ex AOx (v1,00) O

Weiterhin fithren wir, wenn wir «*F mit einem Zusammenhang betrachten, die fol-
gende Notation ein:

QY M, mu*TX) ——T(M, T*M @ mu*TX)
I I
Qh oy (W F )+ 2 T (0 F, (RY)* @ H)*®0+

Das heifit, wenn wir fiir » € «*F und v € H den horizontalen Lift von [r,v] € TM
an die Stelle r mit

vl = [r,v]

r r

bezeichen, gilt:

Lhor (Q0 Ze ® o, (&) Ze ® al, (rel]

)

Lemma 4.1.8. Es sei ¢ ein verallgemeinerter Spinor und u € COO(@Z,X); die
entsprechende antidquivariante Funktion. Weiterhin sei B ein Zusammenhang auf
dem S'-Biindel L, welcher mit den Levi-Civita-Zusammenhdingen auf Pyg) und
F einen Zusammenhang a auf u*F induziert (vgl. Lemma 4.1.6). Dann gilt mit
(W*0x)pop 1= U0x 0 P15, dass

(Fa0)" (VEOOEP ) = by (00X por) -
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Beweis. Seien q € Qr,, q € @;, r € u*F irgendwelche Punkte iiber m € M. Wir
erinnern uns (Definition 3.3.2), dass fiir v € TM

vPeeOBy (v) = |, vaw@Bw‘q@\q)} = [q’ (F)x(Tlg) + KBOSEE)
L P

= la, (f9)«(0lg)], = (¢, u(@]g)];

fw(q):| P

~ [~

= [7). ()5 = 7 (), w @)

= :r, ﬂ(?”)_l (U4 (mr))}

o+

Damit folgt fir (7ar)* (VB®¢®Bw) € M'(u*F, (RY)* @ H)*®7+

3 3
(Tm)” (VB@¢®B¢) (r)=> e @ @) " (uduér) =Y e @ (U(r) ™" ((7x)+Uxbs)
=0 1=0
3 3
=Y e Oy (W) = > el @ utbx], (€)
=0 1=0
= Llhor ((ﬂ*HX)hor) (T) (411)

4.1.3 Die verallgemeinerte Weitzenbock-Formel
Auf R* ® H betrachten wir die folgenden drei Bilinearformen:
v(r1 @ hy, 22 ® ha) := gu(x1hy, x2h2) (wobei die Multiplikation xh
durch die Identifizierung R* = H
(siche Anhang (A.1)) gegeben ist)

vi(z1 ® hi, 22 @ ha) = gu(z1, x2) gu(hi, ho)
vo(x1 ® hi,22 ® ha) := (v — v1)(21 ® h1,22 ® hy)

Diese Bilinearform sind invariant unter der Wirkung von s ® o. Deshalb sind auch
v,v,ve: D(M,T*M @ mu*TX) = T(u*F, (RY)* @ H)*®°+ — T'(M,R)

wohldefiniert. Insbesondere ist in der obigen Notation (vergleiche Lemma 4.1.8)

V(thor (W 0x) (1), thor (W 0x) (1)) = L@?W%M(r) (4.12)
I/1(Lh0r (ﬂ*ex) (T), Lhor (ﬁ*ex) (T)) = |VB®¢®Bw‘%M(T). (4.13)

Untersuchen wir also im Folgenden va(thor (W 0x) (7), thor (W 0x) (7)) und beginnen
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mit einer kurzen Rechnung:

va(x1 ® hy, 22 ® hg)

= (v —v1)(z1 ® h1,22 ® ha) = Re(zohox1h1) — Re(zo@1)Re(hohy)

= Re(w2hoh177) — Re ((hoh1) Re(2277) ) = Re(hohi772s) — Re ((hoh1) Re(7722))
= Re ((hoh1) Im(z1w2) ) = Re (Im(hohy) Im(7725)) = —Re (Im(hoh1) Im(w122)
= —gImH (Im(h2h71) ; Im(fwz)) (4.14)

Sei O die kanonische 1-Form auf /QVL = Py XM L,
das heifit mit /Q; = PU(Q) Xy L =5 PU(2) xsS50(4) = PSO(4)

Onlz (v) = (5(@) ' (ma)s(v) €RY fiir v € T5Qy.

Dann ist

On A Oy' € Q*(QL,50(4))
" . . _
(00 A OM") " € O*(Q,504(4)) = Q2(Qr, 59+ (1)) = QX(Qr, TmH),
wobei diese Identifikation aus

ImH — sp, (1) = 504 (4) (4.15)
q— Rg

und der Identifikation R* = H kommt (vergleiche hierzu Abschnitt 2.1.2 und den
Anhang (A.1)). Wenn wir E(i,j) € so(4) durch

E(i,j)(ex) := dir(e;) — djx(es)

definieren, identifizieren wir also durch (4.15)
j— E(3,1) — B(0,2) (4.16)

Andererseits ist
(HM A GMt) (€i,€5) = eieg- — ejeﬁ =—FE(i,7)
Diese Uberlegungen resultieren in folgendem

Lemma 4.1.9. Es gilt

Vs (Lhor (@ 0x) , thor (W 0x) )(ﬁM)*(*l) = _%%*«“*w)h(”" A <9M A 9Mt)+ >sp+(1)'
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Beweis. Da beide 4-Formen horizontal sind, geniigt es zu priifen, dass

%) (Lhor (a*HX) y Lhor (a*eX)> = _%<(U*w)hor A (QM A HMt>+ >5p+(1)(é67 6~1, €~27 év3)

Mit (4.11) und (4.14) sowie Lemma 4.1.7 erhalten wir

1] (Lhor (ﬁ*ex) Lhor (u 9)() (Ze ®uU 9)( 61 Z@J ®u*9x (q))

i=0 J=0
= > —guun (1 (05 (5) T3 @) I ()
1,7=0
=5 —gnan (1 (203 AT ) T (7))
j=1
+ 32 o (1m0 AT)(6.50) ()
3 3 —
_ Z - (u w 6],60) e]) + Z —JImH (u w(ej,el) eiej>
j=1 b,j=1
1<j

= w*wr(€p, €1) + u*wy(€o, €2) + u*wik (€p, €3)

—u'wi(e1, e2) + uwy(er, €3) — u'wr(€, €3).
Wir setzen weiter die Indexmenge
A:={(0,1,2,3),(0,2,1,3),(0,3,1,2),(1,2,0,3),(1,3,0,2),(2,3,0,1) } C Sy.

Dann gilt andererseits unter Beachtung von (4.16)

(@ wnor (B3 AOM) ) (@061, D)

sp4 (1)
. * — +,
= Z Slgn(7><<u w)hOT‘(eT(O)? e7'(1))7 (9M A QMt) (67(2)7 67'(3)>>
T€S4 5p+(l)
- ~ + o -
=4 Z sign(ijkl)<(u*w)(ei, €5), (GM A HMt> (ex, el)>
(ijkl)eA b+ (2)

=—4 > sign(ijhl){(w'w)(@,6), Bk, 1))
(ijkl)EA sp+(1)
—2[+gmn (u*w) (€0, €1),7) — gmm ((u*w) (€0, €2), —Jj) + gmm ((u*w) (€0, €3), k)
+ g ((W'w) (€1, €2), —k) — grmm ((v*w) (€1, €3), =) + gmm ((u*w) (€2, €3), —1)]
= —2[u*wr(€o, 1) + u'wy(€o, €2) + uwk (€o, €3)

— wfwk (€1, 62) + u'wy(ér, €3) — u'wr(éa, €3)] . [
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Fiir das weitere Vorgehen nutzen wir, dass
w=wri+dy (4.17)
(vergleiche Lemma 3.2.6). Wir interessieren uns also fiir

(U*d’)/)hor = (dU*'Y)hor = (d(U*'Y)vert)hor + (d(U*f)’)hor)hor (418)

Lemma 4.1.10. Sei B wiederum der Zusammenhang auf dem S'-Biindel L, wel-
cher mit dem Levi-Civita-Zusammenhang auf Py) einen Zusammenhang a auf QL
induziert. Dann ist

a) <(d(u*v)vert)hw A (O A OM') T > = —L(mm)* <Re<i pie(w), F§’0>C(*1)>

spy (1)

b) { (A S horhor A (Oar A0x") ) =AW )nor A (631 A1) )

sp (1) spi(1)

Beweis. a) Zunéchst lasst sich (d(u*Y)yert)nor mit Hilfe der Kriilmmung F, auf @;
ausdriicken:

(d(U*V)vert)hor = U*’Y)vert [(')hom (‘)hor]
= (U*'Y ( [( )hora ( )hOT]vert) U*’Y (a_l((ﬂ'M)*Fa))

= u*y (K(ﬂ'M) Fa) = (KE?M)*FCL u())

QL
Die Fundamentalvektorfelder sind hier beziiglich der Wirkung aus Abschnitt 4.1.1
zu verstehen (vergleiche auch Notiz 4.1.3). Beachten wir nun, dass a = ¢ ® B €
QN Qr, (iR @ sp(1)) @ iR) und dass der Spy(1)-Anteil der S} x Spy(1) x S} auf
X gar nicht wirkt, ergibt sich:
U(-)>

Andererseits gilt auch, dass v(Ki) = 0, wenn wir mit K% das Fundamentalvek-
torfeld beziiglich der rotierenden S} bezeichnen (vergleiche hierzu Lemma 3.2.6).
Es ist also

u(->) ’

wobei sich das Fundamentalvektorfeld jetzt nur noch auf die hyperkéhlersche S ,11—
Wirkung bezieht. Deshalb folgt mit Lemma 3.2.6 auch, dass

* v ) For.
(AW Y)verthor = —7 <K§( M) Forinown

(d(u*r}/)vert)hor = — (K;T]\/I)*FB

(A(u™Y)vert ) nor = ( —i(mm) FB MC(U())) J=—i(mm)" Fp pc(u) J.
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Der Ubersichtlichkeit halber verzichten wir in den folgenden Rechnungen darauf,
(mar)* immer mitzuschreiben. Mit der Indexmenge

A:={(0,1,2,3),(0,2,1,3),(0,3,1,2),(1,2,0,3),(1,3,0,2),(2,3,0,1) } C Sy

erhalten wir nun fiir die horizontale 4-Form <<d<U*'Y)v€7‘t)h0T/\ (HM A Onm t)+ >5p (1)
+

(@ uernor A (B3 A 0M') ) (G061 62, 65)

spy (1)

. % - +,
= Z s1gn(7')<(d(u 'V)vert)hor(er(o)ver(l))7 (9M N 0Mt> (67(2)767(3))>
TES,

.. % ~ ~ + o -
=4 > Sign(wkl)<(d(u Y)vert)hor (€is €5), (9M A HMt) (ks el)>
(ijkl)e A 5p+(2)

=4 > sign(ijkl){ (@AW Y )vert)nor (@, &), E(k, 1))
(ijkl)EA sp+(1)
= —2[+gmn (—i Fp(eo, €1) pc(u) ,7) — gumm (—i Fp(o, €2) pc(u) 3, —5)
+ gmn (—i Fp(€o, €3) pc(w) 4, k) + gmn (—i Fp(e1, €2) pc(u) j, —k)
— gmmm (=i Fp(e1, €3) pe(u) 4, —5) + gmn (—i Fp(ez, €3) pc(w) j, —i)]
= —2[—iFp(ep, e2)ps(u) — iFB(eo, €3)pur (u)
+iFp(e1, e2)ux (u) — iFp(er, e3)p(u)]

sp(1)

Wir bemerken weiter, dass wir wegen
pe: T(W) — Q2°(M,C)  bzw. fc: T(W;) — Q% (M, C)

pe(u) bzw. fig(u) auch als komplex-wertige 2-Formen auffassen kénnen (verglei-
che hierzu (3.31) sowie (3.3)). In diesem Sinne gilt fiir die horizontale 4-Form

(war) Re(ipc(u) A Fa)
(mar)"Re(inc(u) A Fi) (6, €1, 62, 63)

= > sign(7) Re(inc(u) (€0, &), Fo (672, ) )
TESY

=4 Y sign(ijkl) Re(inc(u)(@. &), Fo(@r. @)
(ijkl)eA

— 4 |+ Re{iuc(w)(@, &) Fa(@. &)~ Re(inc(u) @0, @) Fal, )
+ Re(ine(u) (@, ), Fp(é1,é2) )+ Re(inc(u)(@1, ), Fi(éo. é3))
~ Re(ipe ({61, ), F(6,3)) + Re{ino(u)(@ &), Fi(@,0)), |

= —4[—iFp(eo, e2)ps(u) — iFp(eo, €3)px (u)
+iFp(e1, e2)ux(u) — iFp(er, e3)ps(u)]
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Bei der letzten Gleichheit wenden wir die 2-Form pe(u) an, das heifit den folgen-
den Homomorphismus von U(2)-Darstellungen:

(C,det) @ (HAH, A%s) — (C, trivg)
L
Z2® (v Aw) — 2prje <2 (vw — wv))

(Beachte hierbei wieder unsere Identifikation R* = H = C + jC wie in Abschnitt
Al)

Wenn wir die beiden obigen Rechnungen nun vergleichen, ergibt sich

<(d(U*7)vert)hor A <9M A 9Mt)+ >5p+(1) = %(WM)*R6<Z'MC(U) A FB>@'

Da Fp rein imagindre Werte annimmt, erhalten wir ferner mit dem konjugiert
linearen Hodge-Stern-Operator * und unter Beachtung, dass (-, )¢ im zweiten
Argument konjugiert linear ist:

Re<i,uc(u) A FB>C = Re ((—ipc () A Fg) = Re<(—iu@(u)), *FB>C(>«<1)

Weiterhin ist die Zerlegung Q%°(M, C) @ QY1(M, C) @ Q%2 (M, C) orthogonal be-
ziiglich dieses Produktes und ug(u) € Q2°(M, C), also folgt mit (xFp)*0 = Fé’o

. o o 2,0 o o 2,0
Re<wc(u) A FB>C = Re< ipc(u), (xFp) >C(>|<1) = Re< inc(u), Fig >C(>1<1)
und schliefflich

(@ wertnor A (Oar A 001) ) ==

= (st 7))

Fiir die kanonische 1-Form 6, auf @z = Py(2) X m L ist beziiglich des Levi-Civita-
Zusammenhangs (dfyr);,,. = 0. Deshalb ist

hor
d<(U*7)hor A <0M A QMt)+ >5p )
= <(d(U*’7)hm«)hor A (9M A 9Mt)+ >5p+(l) + <(U*7)hor A ((deM)hor A 9Mt)

- <(U*7)hor A (9M A (deM)hort>+ >

(2
+

= <(d(u*7)hor)hor N (9M A 9Mt>+ >5p+(1).

sp4(1)

sp4(1)

O]
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Satz 4.1.11. (Verallgemeinerte Weitzenbock-Formel) Es sei ¢ ein verallge-

meinerter Spinor und u € Coo(az, X)z die entsprechende antidquivariante Funktion.
Seien weiter A, ¢, B Zusammenhdnge wie in Abschnitt 2.2. Dann gilt

1 +
A2 _ o B®¢®B, 12 _ - *ori t
1Z5ll” = IV Y| 5 /M <(u Wrt)hor N (HM A Oy ) >5p+( )

45 [ (Re(ine(w). F°) (1))

Beweis. Wir tragen die Resultate dieses Abschnitts zusammen:

[P — (| VEEeEB )2

. /M Va(thor (@0 ) s thor (@*0x)) (1) (4.12), (4.13)
1 AT
= L 4.1.
T2 <(u Whor A <9M Y ) >5p+(l) (Lemma 9)
1 AT
— * 4.1
; 2< (W wri)nor + (W dY)nor) A (021 A Orr') >5p+(l) (4.17)
+
_ T T t
= /M 5 (u WIt) hor N <9M A Opg ) >5p+(1)
1 +
+ —*< ((d(u*')/)vert)hor + (d(U*V)hor)hor) A (‘9M A HMt> > (4'18)
M 2 sp4 (1)
- 1 . AT
=/, 2<(u Wrt)hor N (9M A O ) >5p+(1)

vt
+ /M _id (W Y)hor A (9M A 9Mt>+ >5p+(1)

- /M ;<(u wWri)hor A (GM /\th)+ >5p+(1) * M 4 (Re<zuc( ), F20>@(*1)> '

Die letzte Gleichheit folgt mit dem Satz von Stokes, da M keinen Rand besitzt. [

(Lemma 4.1.10)

Korollar 4.1.12. FEs sei (A,v) eine Losung der verallgemeinerten Seiberg- Witten-
Gleichungen (3.32).

a) Dann sind auch
(A, p(s)y)  mit  se{(1,1),(-1,1),(1,-1),(=1,-1) } ¢ S* x S*

jeweils Losung der verallgemeinerten Seiberg- Witten-Gleichungen (3.32).

b) Dann ist
Fg’Q =0 wund pc(y)=0.

Insbesondere ist A ein holomorpher Zusammenhanyg.
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Beweis. Esseiu € Coo(@‘; X ); wiederum die entsprechende antiaquivariante Funk-
tion zu 1. Die Losungen der verallgemeinerten Seiberg-Witten-Gleichungen (3.32)
sind die Nullstellen des folgenden Funktionals:

S(A9) = PRI + <o [ = £ Gur(@)eons + () + 750 ||
— Pyl + quZHQ + 2| 5 G shons + e () + ) |

— 5 | Re(BL 2 (ua()ons + o) + (@) ) (1)
= B2 + S NFE I + < 5 Ger@hons + e (@) + Fe@)) |

— 5 [ Re(EF + 2 5 (ur(ons + o) + (@) ) (41

Da ¢ der Chern-Zusammenhang ist, ist Fjs eine imaginérwertige (1, 1)-Form. Fj ist
eine imagindrwertige, selbstduale 2-Form. Also erhalten wir beziiglich der orthogo-
nalen Zerlegung Q2 (M, C) = Q*%(M, C) & Q°(M, C) - wy & Q%2(M, C), dass

W) + pe®) + 7))

A2 - L2 o LY
S(AW) = BRI + I FA I + 15 |5 (ur

el s ) e )
-3 MRe<2(F§)2’07;uc(¢)>c(*1)—; [ (2552, L) ()

— IBI? + IR + 1 ([ + [ucw)] + Jmtw)])
-+ Re<F+Z’ WM>C — 5 [ Re(2(FH) M (@hn) ()
—% Re{(Fp)**,i po(y >C

Die Weitzenbockformel (Satz 4.1.11) liefert nun

S(4,9) = V5282 4 S FEE + 1 (| @won]| + et + e

_;/M Re<FJ,5m(¢)WM> (x1)
1

- 5 [ RN S miwhon) (s
- % u <(u Wrt)hor A (QM /\QMt> >5p+ (4.19)
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a) Wir beobachten, dass alle Summanden aus (4.19) unter den im Korollar erwéhnten
Transformationen (A4, 1)) — (A, p(s)y) invariant bleiben, genauer:

Es héngen Fy = Fy + 2Fp, 0 sowie wys gar nicht von diesen Transformationen
ab. Da I € End(TX) mit der Wirkung p kommutiert, sind p7(¢) und w*wyi
invariant. Desweiteren ist (vergleiche (3.15))

pe(p(l, =1)¢) = pe(p(=1,1)9) = —po(¥). (4.20)

Die Normen von pue(¢) bzw. fig(¢) bleiben also erhalten. Schliellich wirkt p auf
X isometrisch, was zur Folge hat, dass auch ||[VP®?2B4||2 unverindert bleibt
(vergleiche hierzu ggf. (4.13) und (4.11)).

b) Aus a) wissen wir, dass, wenn (A, ) die Seiberg-Witten-Gleichungen (3.32) 16st,
auch (4, p(1, —1)1) eine Lésung von (3.32) ist. Mit (4.20) und der zweiten Seiberg-
Witten-Gleichung Fg’z = 5fc(v) folgt in diesem Fall

) = FY® = — i),

Also ist pe(y) =0 und FB"Q = 0. O

4.2 Holomorphe Beschreibung des verallgemeinerten
Modulraumes

4.2.1 Komplexe Struktur auf dem verallgemeinerten Spinorbiindel

Lemma 4.2.1. (vgl. [18]) Sei Q — B ein G-(Rechts-)Hauptfaserbindel iber einer
fast komplexen Mannigfaltigkeit (B,Ig) sowie (F,Ir) eine fast komplexe Mannig-
faltigkeit mit einer linken G-Wirkung, welche beziiglich Ir pseudoholomorph wirkt
(d.h. fir g € G ist g.Ir = Irg.). Den Totalraum des Faserbiindels Q xg F = B
bezeichnen wir mit Q xg F =: F. Sei weiter a € QY(Q, g) eine Zusammenhangs-1-
Form auf Q. Der Zusammenhang a induziert eine Zerlequng des Tangentialbiindels

TF = H'F & VF = n*(TB) & VF, (4.21)

wobei VF := ker(dr). Beziglich dieser Zerlequng definiert I(a) := I ® Ip eine fast
komplexe Stuktur auf F. Wenn Ig und Ir integrierbar sind und, wenn F2? = 0,
dann ist auch I(a) integrierbar.
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Beweis. Sei H*Q) C T'Q) das durch a definierte horizontale Unterbiindel, dann ver-
stehen wir die Zerlegung (4.21) genauer mittels:

Tig.n# — o Qe Tk
[tq,tf] r—>(tquq q,tf+Kf )
- N—— N——
o e AR, & AL

T[qg,9*1f1f = HggQ STy fF

Mit anderen Worten
TF=H'FOVF = (B xqgH'Q)®(Q xgTF).

Wenn wir nun mit (lokalen) Vektorfeldern Z € I'(F, T'F) arbeiten wollen, kénnen wir
dquivalent auch G-dquivariante Schnitte Z € I'(Q x F| (prg)*"H*Q @ (prpF)*(TF))“
auf () x F' betrachten:

(@) TQ & (7r)*(TF)

Prg
(1) H*Q & (np)"(TF) ——— 2 TF = H°F ® VF = (B x¢ H*Q) & (Q x TF)
\ N
\ \
Iz | Z
) )
QxF F=QxgF

Die fast komplexe Struktur I(a) ist durch folgendes Diagramm (wohl-)definiert (da
G auf F' pseudoholomorph wirkt):

(1) HQ & (1p)*(T'F) — S~ TF
J(a) ::I;@IF I(a)
(1) HQ & (np)*(TF) —S—>TF

Hierbei bezeichnet jjvg die von Ip auf (mg)*H*Q induzierte komplexe Struktur.

Wir rechnen nun nach, dass der Nijenhuistensor Ny, verschwindet, wenn Ny, = 0,
Np. =0und F2? =0.
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Es geniigt, dies fiir Vektorfelder der folgenden Form nachzuweisen:

f-XeT(Qx F,(np)*TF)®  wobei f = fomng fir ein f € C*(Q,R)®
und X = X oy fiir ein X € I(F, TF)“

g-Y €T(Q x F,(mg)*H*Q)® wobei g=gonrp fiir ein g € C°(F,R)“
und Y =Y omng firein Y € I'(Q, HOQ)C

Wir bemerken zunéchst, dass fiir solche Vektorfelder gilt:
0 [X,Y]=0

0

Insbesondere gilt deshalb fiir die Kommutatoren solcher Vektorfelder:

[f1X1, f2Xo] = f1fo[ X1, Xo]
[fX,9Y] = fX(9)Y —gY ()X
[91Y1, 92Y2] = g192[Y1, Y2]

Seien also f1X1, foXo € T(Q x F, (7p)*TF)® wie oben angegeben, dann ist

Ny (f1X1, f2X2)

= [J(a) f1 X1, J(a) f2X2] — [[1 X1, f2Xo] — J(a)[f1 X1, J(a) f2Xo] — J(a)[J(a) f1 X1, f2X2]
= [filr Xy, folpXo] — [[1X1, foXo] — J(a)[[1 X1, f2IrXa] — J(a)[filr X1, foXo]

= fife (HpX1, IpXa] — [X1, Xo] — Ip[X1, [p Xo] — Ir[IF X1, X2])

= fife Ni(X1,X2) =0.

Folglich ist auch Ny, (pra(f1X1), pra(f2X2)) = prg (NJ(a) f1X1, foXs )
Seien weiter fX € ['(Q x F, (rmp)*TF)% und gY € T(Q x F, (7g)*H*Q)® wie oben
angegeben, dann ist
Ny (fX, gY)
= [J(a)fX, J(a)gY] = [fX,gY] = J(a)[fX, J(a)gY] = J(a)[J(a) f X, gY]
= [fIr X, gIgY] - [fX,gV] = J(a)[f X, gIpY] - J(a)[fIF X, gV]
FIrX)(9)IBY) — g(IgY)(f)IrX) = [X(9)Y +gY ()X
J(a) (X (9)(IsY) = g(IsY) ()X + f(IrX)(9)Y — ¥ (f)(IrX))
= fIpX)(9)IBY) — g(IpY)(f)(Ir X) = [X(9)Y + gY (/)X
+ [X(9)Y +9UpY)(NUrX) = fUrX)(9)IBY) = gY (£)X =0.

Folglich ist auch Ny, (pra(fX),pra(9Y)) = prg (NJ (X, gY)) =0.



80 4. Der verallgemeinerte Seiberg-Witten-Modulraum

Seien schliefllich ¢1Y1, g2Y2 € T'(Q x F, (7g)*H*Q)“ wie oben angegeben, dann ist

Nj(a)(91Y1, g2Y2)

= [J(a)g1Y1, J(a)g2Y2] — [91Y1, g2Y2] — J(a)[g1Y1, J(a)g2Y2] — J(a)[J(a)g1Y1, g2Y72]
= [g11pY1, g2IpY2] — [01Y1, 92Y2] — J(a)[91Y1, 9215Y2] — J(a)[g1 15 Y1, g2 V2]

= 9192 ([Y1, IpYa] — [V1,Ya] = J(a)[V1, TpYa] = J(a)[IY1, Ya]) € () TQ.

Betrachten wir also

prg ([IBY1, I5Ya] — Y1, Ya] = J(a)[V1, IpYs] — J(a)[IpY1, Y2])
= Prg ([I;Yh IEY2]hor - [}/17 YYQ]hor - fé[}/in;Y2]hor - I;[I;Yh YvZ]hor)

+pre ( KT TY) _ groMva)) _ o peeWds¥el) _ g K;([IBYhYﬂ))

= HL (Ny, (drprgYi, drprgYa))

~pre ( KEdoYilYe) | peFaVo¥) _ppeFeMdsYe) g K;‘G(IBYl,Yz))

0,2
= HL (Np, (dmprgYi, drnprgYa)) + 4prg (Kga (Y1,Y2)> — 0,

wobei HL (t) = t den horizontalen Lift bezeichnet.
Folglich ist auch Ny, (pra(91Y1), prg(92Y2)) = prg <NJ(a) (Y7, QQYQ)) =0. O

Bemerkung. Der Holomorphiebegriff aus Lemma 4.2.1 fiir Faserbiindel der Form
F = Q x¢g F stimmt fiir den Fall, dass F' eine lineare Faser und die G-Wirkung eine
Darstellung ist, mit dem aus Definition 1.4.1 {iberein.

Korollar 4.2.2. Seien A, ¢, B Zusammenhdnge wie in Abschnitt 2.2, so dass (A, )
die verallgemeinerten Seiberg- Witten-Gleichungen (5.32) lost. Sei weiter a = ¢ ®
B der entsprechende Zusammenhang auf Q1 = Py Xm L. Dann definieren der
Zusammenhang a, die komplexe Struktur auf M und jede komplexe Struktur I auf X
im Sinne von Lemma 4.2.1 eine kompleve Struktur I(a) auf dem verallgemeinerten
Spinorbindel Q, x;X =Qrx, X =Wrx.

Beweis. Da ¢ der Chern-Zusammenhang ist und Fg’Q = 0 nach Lemma 4.1.12, folgt
F9%2 = 0. Nun folgt die Behauptung unmittelbar aus Lemma 4.2.1. O
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4.2.2 Holomorphie der verallgemeinerten Spinoren des Losungsraumes

Notiz 4.2.3. In der Situation von Lemma 4.2.1 heifit ein Schnitt s: B — F holo-
morph, wenn s mit den komplexen Strukturen auf B und F vertréglich ist, d. h.

s« lp = I(a)s.

Eine G-aquivariante Funktion f, € T'(B, F)Y definiert genau dann einen holormo-
phen Schnitt s, wenn entsprechend auf HeQ

(fs) |7—(a B = IF (fs) |H“Q (4.22)

Lemma 4.2.4. a) Es sei (A, ) eine Losung der verallgemeinerten Seiberg- Witten-
Gleichungen (3.32) sowie a der von A auf Qr induzierte Zusammenhang (ver-
gleiche Korollar 4.2.2). Dann ist 1 € I'(M, Wy, x) holomorph beziglich In; und
der komplexen Struktur I(a) auf dem verallgemeinerten Spinorbindel.

b) Sei umgekehrt A ein holomorpher Zusammenhang auf PL, und ¢ € T'(M, W x)
holomorph beziglich Iny und der komplexen Struktur I(a), so ist die erste verall-
gemeinerte Seiberg- Witten-Gleichung P44 = 0 erfiillt.

Beweis. a) Es sei u € Cm(@;, X ); wiederum die entsprechende antidquivariante
Funktion zu 1. Wegen (4.22), geniigt es zu zeigen, dass

=Ix Ul 7~

HeQ, ‘HQQ +IX u*‘

u*‘H“&)\Z IM H“Q IM—O (4.23)

Ist nun (A, ) eine Losung der verallgemeinerten Seiberg-Witten-Gleichungen, so
bedeutet P4 = 0, dass fiir alle r € u*F gilt:

3 3
0= C(Lhor u ‘9X ZC €Z| ZC T - u* aL|/7;(7”))
=0 =0

= ﬁ(r)_l (u* €0|;(T) + Tu, 61];( + Ju, 62\ )+ Ku, 63\ )

(vergleiche hierzu Lemma 4.1.8 und Lemma 4.1.5 sowie die Definition von F' in
4.3) und beachte, dass 7.(€;|,.) = €], wegen Lemma 4.1.6). Da 7 surjektiv
r m(r)

ist, ist dies dquivalent zu der Aussage, dass fiir alle ¢ € @;
0 = uy e~0|q—|—1u*e~1|q—|—Ju*éé|q—|—Ku* éf),|q. (4.24)

Mit Korollar 4.1.12 wissen wir, dass selbige Gleichung erhalten bleibt, wenn wir
u durch p(1, —1)u ersetzen:

0= (p(1, ~D)u), éol, + 1 (p(1, ~Du), éil, +J (p(1, ~Dyu), &, + K (p(1,~1)u), &|,
= p(1, = 1) (wa 0|, + T €1, = Jus &3], — Ku, é5],)
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Also gilt auch fiir alle ¢ € @;
0 = uy éVO|q + Tu, évl|q — Juy éV2|q — Ku, év3|q .
Addition von (4.24) liefert fiir alle ¢ € Qp,, dass

0 = us 6~o!q+1u* évl’q:u* éf)|q+fu* IMGO‘q:U* (3~0|q+lu*f;4 6~o\q

— o~

+ IU*H/] [Q7 60]
q

= Ux [qa 80]

q

Da nun u im Sinne von Notiz 4.1.3 S} x Spy(1) x Si-antifiquivariant ist und
S} x Spy(1) x S} beziiglich I auf X holomorph wirkt, gilt fiir alle ¢ € @, und
alle g € S} x Spy(1) x S}, dass

P

0= (Ly1)« (u* [q, eo]

—_—~—

+ IU’*E\} [Q7 60]
q

—_—

+ Iu*f]vw [Q7 60]
q9 q9

Damit ist ust + Tus Iyt = 0 fiir alle ¢t € H“@Z, also (4.23), gezeigt.

Aus der Holomorphie von ¢ erhalten wir umgekehrt w.t + I u*mt fiir alle t €
H*Q 1, d.h. insbesondere fiir alle ¢ € Q1.

0 = us éol, + Tudnr €|, = wr él, + Tus éil,

0 = . &, + Tucdns &, = i €|, — Tu. &),

(Fir die Konvention Ipeg = e; und I Me2 = —€3 vergleiche Notiz 2.3.3.) Hieraus
folgern wir unmittelbar, dass fiir alle ¢ € Qp,

Damit haben wir (4.24) fir alle ¢ € Q1 gezeigt, was dquivalent zu Py =0
ist. O

4.2.3 Fallunterscheidung nach Spharen im Gibbons-Hawking-Raum

Die verallgemeinerten Spinoren 1, die als Losungen (A, ) der verallgemeinerten
Seiberg-Witten-Gleichungen auftreten, erfiillen also wie im linearen Fall,

e dass A eine komplexe Struktur auf dem verallgemeinerten Spinorbiindel Wy, x
induziert sowie

o dass ¢ € I'(M, W, x) holomorph beztiglich dieser komplexen Struktur ist.

Desweiteren haben wir in Korollar 4.1.12 schon gesehen, dass uc(v) = 0. Erinnern
wir uns also an die Struktur der k-Center-Gibbons- Hawking- Riume mit den Zentren
Yo = aai (vergleiche Abschnitt 3.2). Dann kénnen wir uns die Teilmenge pg'(0) € X
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Abbildung 4.1 Die Niveaumenge uél(O) C X im Gibbons-Hawking-Raum X

wie folgt veranschaulichen wie in Abbildung 4.1. Die verbleibenden freien Parameter
sind pu; € R sowie 0, € S! fiir pu; € (—aa+1, —aq). Die Zentren pu~'(—y,) selbst
sind die Fixpunkte der hyperkihlerschen S'-Wirkung. Der Teilraum ,LL(El(O) C X ist
eine Kette von Sphéren, welche rotationssymmetrisch um die pur-Achse angeordnet
sind und von zwei ,,offenen® Sphiiren begrenzt werden. (Im Ubrigen sind die Sphéren
auch Repriisentanten der Erzeuger der zweiten Homologie Ha(X) = ZF~! - vergleiche
21]).

Lemma 4.2.5. a) In der Notation von Abschnitt 3.2 sind fir jedes a = 1,...,k—1
die folgenden Teilsphdren eines k-Center-Gibbons- Hawking-Raumes (X, g, I, J, K)

Si = Nl_l ([~aa+1,—aa]) N N(I_jl(o) cX
jeweils biholomorph zu CP beziiglich der komplezen Struktur I.

b) In der Notation von Abschnitt 3.2 sind die folgenden Teilmengen eines k-Center-
Gibbons-Hawking-Raumes (X, g,1, J, K)

Co == pr" ([—a1,00)) Npg'(0) € X
Cr = pp " (=00, —ar]) N pg'(0) € X

bitholomorph zu C beziiglich der komplexen Struktur I.

Beweis. Die komplexe Momentenabbildung u¢ ist holormorph beziiglich I (verglei-
che hierzu 3.2.5), also schrinkt sich I fiir jedes o auf S2 bzw. C; ein und definiert
dort eine komplexe Struktur. Diese ist — im Fall einer Sphére bzw. im Fall von C —
eindeutig (bis auf Biholomorphie). O
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Notiz 4.2.6. (Biholomorphie explizit) Wir kénnen biholomorphe Abbildungen
flir Lemma 4.2.5 explitzit angeben: Wir verwenden hierzu die Notation aus Abschnitt
3.2. Fira=1,...,k —1 sind dies die Isomorphismen

52 2o, cp!

S2NUs 3 (0,21) — [0 : folz1)]

a-tes Gibbons-Hawking-Zentrum g~ (—yq) — [1 : 0]
(o + 1)-tes Gibbons-Hawking-Zentrum z ' (—=ya41) — [0 : 1]

wobei fq: (aaa aa+1) — R

f(m%:(n;uj>5:<1mﬂu—%|>5Z<1ﬁqun—%>>5
“ H?:a+1 lj H?:aJrl ’.le - aj‘ H?:oﬂrl(aj - xl)

In der Tat ist die Abbildung

S2NUs 2% €\ {0} (B,21) — falz1)8

ein holomorpher Diffeomorphismus, der die folgenden Randbedingungen erfiillt:

lim fo(z1)=0 und lim  fo(x1) = 400 (4.25)

r1—0q T1—0a+1

In den lokalen Basen (%, 6%1) von T(S%2 NU,) bzw. (%, %) von T(C\ {0 }) sind

die komplexen Stukturen I € End(7T'S2) und I¢ € End(TC) sowie das Differential
DF,, wie folgt gegeben:

1 (0 —V? 0 1 —fa O
1_V<1 0) %‘<4J Da‘(O iﬁ)

Es ist folglich

F, holomorph <= DF,I = IgcDF, +— % = f.V.
X1

Doch diese Differentialgleichung mit Randbedingungen (4.25) wird gerade von f,
gelost:

Mit ng(21) = [152y b = 1521 (21 — a5) und do == [[—p 1 lj = [eaii(a; — 21)
sowie

Pa ‘= na/da (SO dass po = (fa)2) (4'26)
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erhalten wir

dfa 1 _1 dpa
T (an) = 5 (ala)F P a)
1 -1 ?:1 dfn—aai ’ 1d0‘ - f:a‘i‘l aid—aaj : (_1) Ng
=3 (Palz1)) "2 - : 2 !
1 -1
= §(pa({£1) 2 (Z + Z ) fOA I‘l) V(G,SC]_,0,0)
=1 l = a+1

Fiir die ,,offenen“ Randsphéren Cy und C} sind analog biholomorphe Abbildungen

Co Do, bzw. Ck =k, durch
1
k 2 1. Gibbons-
ConNUy>(0,x7) (1:.[ ) 0eC Hawking-Zentrum el
k 3 _ k-tes Gibbons-
Cr NU 9 (9 $1 (1:[ ) 0eC Hawking-Zentrum —0eC

gegeben.

Notiz 4.2.7. Alle diese Biholomorphismen sind eindeutig bis auf Multiplikation mit
A € C*, wenn wir das Bild der Gibbons-Hawking-Zentren wie hier angegeben fixieren.

Das folgende Korollar aus dem Lemma 4.2.4 liefert nun fiir die Losungen (A, ¢) der
verallgemeinerten Seiberg-Witten-Gleichungen, dass das Bild der zugehdrigen antia-
quivarianten Funktion u € COO(Z)\Z, X)P stets nur in jeweils genau einer der Sphéren
S, oder Cy bzw. Oy, enthalten ist oder konstant auf eines der Zentren p =1 (—y,) abbil-
det. Welcher Fall eintritt, hingt nur vom Grad des Determinantenbiindels deg (Eget)
ab:

Korollar 4.2.8. Es sei (A1) eine Losung der verallgemeinerten Seiberg- Witten-

Gleichungen (3.32) und u € COO(QL, )p die entsprechende dquivariante Funktion.
Dann gilt fir das Bild von u in Abhdngigkeit vom Grad des Determinantenbiindels

deg (Eget)

bild(u) C Cy  falls deg(Lh,) < u012(71r\/1)a1
bild(u) C S2  falls deg(LL,) € ”012(7]:4) (G, aa+1) fira=1,...,k—1
bild(u) C Cy  falls g([,get) 1;012(71:4) ag

u=pt(~ya) falls deg(Lk,)= 0012(71:4) g, fira=1,... k.

In den ersten drei Féllen gilt zusdtzlich u # p~'(—ya) fir jedes o € {1,...,k},
d. h. u bildet in diesen Fdllen nicht konstant auf ein Zentrum des Gibbons-Hawking-
Raumes X ab.
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Beweis. Aus Korollar 4.1.12 ist bereits bekannt, dass bild(¢)) € ug'(0) € W, x, also

bild(u) € pg'(0) = CrUSE_ U---US2U---USFUCy
= pr " (=00, —ag) U [—ap, —ap 1] U+ U [=ai1, —aa] U -
-+ U[~az, —a1] U[—a1,00)) N ug (0) € X.
Betrachten wir nun die Unterteilung von R in offene Intervalle I, fir a = 0,...,k,

die durch die Lage der Zentren p~'(—y,) fiir @ = 1,...,k des Gibbons-Hawking-
Raumes X auf der pr-Achse gegeben ist:

Iy := (—ay, 0)
I, = (—aays1, —0qa) fira=1,....k—1
Iy := (—OO, _ak)

Dann sind auch
My = (proy) *(I,) € M

flir a =0,...,k offen in M.

Angenommen fiir zwei verschiedene Indizes oy und ag gilt M, # 0 und M,, # 0. Da
M zusammenhéngend ist, gibt es dann auch zwei benachbarte Indizes o und o + 1
mit M, # 0 und My # 0.

Sei zunédchst a gerade. Mit Korollar 4.1.12 wissen wir dann auch, dass (4, p(1,—1))
ebenfalls eine Losung der verallgemeinerten Seiberg-Witten-Gleichungen (3.32) ist.
Da pr invariant unter der Wirkung von p ist, gilt dann auch

Ma = (urop(L=1%) (L) Mass = (ur 0 p(L,—1)8) " (Lar).

Desweiteren wirkt p(1, —1) auf y1; ' (I,)Nug'(0), da a gerade ist, identisch, d. h. ¢ und
p(1,—1)¢ stimmen auf der nicht leeren offenenen Teilmenge M, C M iiberein. Da
aber 1 und p(1, —1)y nach Lemma 4.2.4 holomorph sind, folgt ) = p(1,—1)?. An-
dererseits wirkt p(1, —1) auf 7 *(In+1) N o' (0) durch Drehung in der §-Koordinate
und ¥ und p(1,—1)9 stimmen auf der nicht leeren Teilmenge M,41 C M nicht
iiberein — ein Widerspruch.

Fiir den Fall, dass o ungerade ist, liefert dasselbe Argument mit der Transformation
p(—1,1) statt p(1, —1) ebenfalls diesen Widerspruch.

Weiterhin haben wir in Korollar 4.1.12 auch gezeigt, dass A ein holomorpher Zusam-
menhang ist. Deshalb folgt mit den Seiberg-Witten-Gleichungen (3.32), dass

? 1
deg(Ch) = [ er(Cha) nens = 5= [ (FDM nwws = =5 [ (vl

Also entscheidet der Grad deg(LL,,) wie behauptet iiber die Lage des Bildes von v
bzw. u. ]

Betrachten wir also die Fallunterscheidung, die uns das Korollar 4.2.8 vorgibt:
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Der Fall deg(Lh,) = Mg, fir ein a € {1,...,k}

Sei 1, der verallgemeinerte Spinor, dessen antiiquivariante Funktion u, € C* (/Q\;, X )E
konstant auf das a-te Zentrum p~!(—y,) des Gibbons-Hawking-Raumes abbildet, so
ist der verallgemeinerte Seiberg-Witten-Modulraum in diesem Fall

M x = { (A, 7ha) € CL

Ff = gma)ou } /9

. (4.27)
= { Zusammenhénge A auf Pl so dass F} = —%aawM }/g

In den anderen Fallen bestimmen wir zundchst die holomorphen Biindel Qr, x, Co,
Qr %X, S2 bzw. Qp, ¥ » C, mit Hilfe der expliziten Biholomorphismen aus Notiz 4.2.6
genauer:

Lemma 4.2.9. Es sei Qp — M das S' x S'-Hauptfaserbiindel aus (2.3). Dann gilt
mit der Bezeichnung aus Lemma 4.2.5 bzw. Notiz 4.2.6, dass

QL Xp Co=L

Qr %, S2=P(KS; & L)

QL x,Cpr 2 KY, @ L7}

als holomorphe Biindel tiber M.

Beweis. Wir beobachten, wie die S* x S1-Wirkungen p auf Cy C X, S2 C X bzw.
C; C X mit den entsprechenden Biholomorphismen aus Notiz 4.2.6 vertraglich sind:

Co—"~¢ 52— gp! Cr >
’JCoi ipv ”SEJ/ J/[Pﬁaipv] pleJ/ L(pwa)%(pw)‘l
CO&C Sggcpl Ck&C

(Vergleiche hierzu die Definition der S* x S1-Wirkung p auf X durch (3.10).) O

In diesem Sinne kénnen wir nun verallgemeinerte Spinoren v als holomorphe Schnitte
in den entsprechenden Geraden- bzw. Sphéarenbiindeln auffassen. Die Momentenab-
bildung p; ibersetzt sich in der Notation von Notiz 4.2.6 im Falle der Geradenbiindel
wie folgt:

—

pro®yt = —pyt (HQ) mit pg := ( lj> : (—o0,a1] — Rxo (4.28)

1

J

—

pro®;t = —p.t (HQ) mit py, = ( lj) : lag, 00) = R>o (4.29)

1

J
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Insbesondere ist p; o @ U bzw. pr o (I>,;1 nur dann ein komplexes Vielfaches des
Normquadrates, wenn der Gibbons-Hawking-Raum X nur ein einziges Zentrum p, €
X mit pr(p,) = 0 besitzt, also mit X = H der lineare Fall eintritt (vergleiche hierzu
auch Notiz 4.2.7). Wir fassen zusammen:

Der Fall deg(ﬁcht) < %m

In diesem Fall sind die Lésungen der Seiberg-Witten-Gleichungen (2.26) Paare (A, 1)),
so dass

e A ein holomorpher Zusammenhang auf PdLet ist,

e 0 # ¢ € I'(M, L) holomorph beziiglich des durch A induzierten Zusammen-
hangs ist und

o (FN)M = —Lpg (|1 wn erfiillt ist.

Zwei solche Paare (A,1) und (A’,¢’) reprisentieren genau dann dasselbe Element
im Modulraum .#7, x, wenn sie sich um ein Element ~ in der Eichgruppe ¢ unter-
scheiden. Wie im linearen Fall (vergleiche Lemma 2.6.7) konnen wir diese Aquivalenz
auch umformulieren: Wir bezeichnen dazu die konvexe Funktion —2p, ! (siche 4.28)
mit

Py:=—2py ' Rso — [~2a1,00). (4.30)

Lemma 4.2.10. Falls deg(L%,,) < UOIQ(;FVI) a1, dann sind die Losungen (A, ) der ver-

allgemeinerten Seiberg- Witten-Gleichungen (3.32) gegeben durch einen holomorphen
Zusammenhang A und einen beziiglich der induzierten holomorphen Struktur dp auf
L holomorphen Schnitt 0 # ¢ € T'(L), so dass

(FDM = L Po(lP)onr

Es sind (A, ) und (A',¢') genau dann eichdquivalent, wenn es einen holomorphen,
hermiteschen Isomorphismus T: (L£,0g) — (L£,0p') gibt, der 1 in ¢’ abbildet.

Beweis. Analog zu Lemma 2.6.7. ]

Es ist also wie im linearen Fall die folgende Abbildung wohldefiniert:

M1, x — { effektive Divisoren D, so dass ¢1(Op (D)) = c1(£) }

- (4.31)
[(A, )] — [(9B, )]
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Handelt es sich aber auch wiederum um eine Bijektion? Wir fiihren diese Frage
auf die eindeutige Losbarkeit einer Differentialgleichung zuriick, welche der Kazdan-
Warner-Gleichung aus Lemma 2.6.8 sehr dhnlich ist:

Fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit M, eine Funktion p € C*(R>o,R), wel-
che eingeschrinkt auf Rsg einen Diffeomorphismus aufs Bild definiert, eine nicht-
negative Funktion w € C*°(M,R), die auBerhalb einer Nullmenge positiv ist, sowie
eine Funktion g € C*°(M,R), die [, gdvol > 0 erfiillt, betrachten wir die nicht-
lineare Differentialgleichung

Ap(A) + p(wexp(A)) = g. (4.32)
Wir interessieren uns fiir Losungen A € C*°(M, R).

Definition 4.2.11. Es sei p € C*(R>0,R), so dass p|R>O : Rsg — p(Rsg) ein
Diffeomorphismus ist. Wir nennen eine Riemannsche Mannigfaltigkeit M p-Kazdan-
Warner-losbar, wenn die Differentialgleichung (4.32) fiir alle nicht-negativen w €
C>(M,R), die auBerhalb einer Nullmenge positiv sind, und alle g € C*°(M, R), die
der Bedingung [,, g dvol > 0 geniigen, eine Losung A € C*° (M, R) besitzt. Wir nen-
nen eine Riemannsche Mannigfaltigkeit M p-Kazdan- Warner-eindeutig, wenn jede
Losung A € C*°(M,R) von (4.32) eindeutig ist.

Den Satz 2.6.8 konnen wir damit auch so formulieren:

Satz 4.2.12. (Kazdan-Warner) Es sei p(z) = ca® mit ¢ > 0 und k > 0. Dann ist
jede kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit p- Kazdan- Warner-losbar und p-Kazdan-
Warner-eindeutig.

Vermutung 4.2.13. Es seip = %PO mit Py wie in (4.30). Dann ist jede kompakte
Kahler-4-Mannigfaltigkeit p- Kazdan- Warner-losbar und p-Kazdan- Warner-eindeutig.

Lemma 4.2.14. Sei deg(L%,,) < “012(7?/[) a1 <0 sowie p = %Po mit Py wie in (4.30).
Dann folgt:

a) M ist p-Kazdan- Warner-losbar = Abbildung (4.31) ist surjektiv.
b) M ist p-Kazdan- Warner-eindeutig =—> Abbildung (4.31) ist injektiv.

Beweis. Das Lemma folgt im Wesentlichen mit denselben Konstruktionen, die wir
bereits in Abschnitt 2.6.2 genutzt haben. Das hermitesche Produkt auf £ bezeichnen
wir wiederum mit h.
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a)

Sei (0p, 1)) ein Paar aus einer holomorphen Struktur auf £ sowie einem diesbe-
ziiglich holomorphen Schnitt ¢ € T'(£). Wir konstruieren im Folgenden ein Urbild
des hierduch reprisentierten Divisors [(0o, %9)] beziiglich Abbildung (4.31): Dazu
zeigen wir zunéchst, dass es eine hermitesche Metrik hy = exp(A\)h auf £ gibt, so
dass

1
(Fi)b = ZPO(|¢O|}2“)WM, (4.33)

wobei B; der entsprechende Chern-Zusammenhang auf £ beziiglich dy und hq
ist: Mit denselben Umformungen wie in Lemma 2.6.9 erhalten wir, dass (4.33)
aquivalent dazu ist, dass A erfiillt:

1 1.
( Apnr(A) + §P0 (exp()\)\zpd%)) dvol = —1ZFAO A wnr

= D) + 5P (epWliol?) =
wobei g dvol = —%iF4, Awys und deshalb [y, gdvol > 0, da deg(Lk,,) < 0. Somit
liefert die p-Kazdan-Warner-Losbarkeit von M fiir p = %PO die Existenz von \ €
C>(M,R). Mit diesem A € C*°(M, R) definieren wir den Biindelautomorphismus
T: L — £ durch Multiplikation mit exp(—%), so dass T*(h1) = h. Schlieflich
setzen wir ¢ = T~ (1) sowie VB = T*(V51). Per Konstruktion ist dies ein
Urbild von [9y, 1] (vergleiche hierzu auch den Beweis von Lemma 2.6.10).

In der Konstruktion von a) ist 7" mit der Eigenschaft 7*(h;) = h eindeutig bis auf
ein Element aus der Eichgruppe C°°(M, S'). Wenn nun nach p-Kazdan-Warner-
Eindeutigkeit von M die Funktion X eindeutig ist, folgt damit die Eindeutigkeit
eines jeden Urbildes unter der Abbildung (4.31), wenn es existiert. O

vol(M)

Der Fall deg(LL,) > “5-ak

In diesem Fall sind die Lésungen der Seiberg-Witten-Gleichungen (2.26) Paare (A, ),
so dass

e A ein holomorpher Zusammenhang auf PdLet ist,

e 0 # ¢ € I'(M,(Ky)* @ £71) holomorph beziiglich des durch A induzierten
Zusammenhangs ist und

i (FX)I’l = —%p,jl (WP) wyy erfillt ist.

Analog zum anderen Geradenbiindelfall erhalten wir eine wohldefinerte Abbildung

M1, x — { effektive Divisoren D, so dass ¢1(Op (D)) =k - c1(Ky) — (L) }

[(A, )] — [(Dpgp-1,1)]
(4.34)
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Lemma 4.2.15. Sei deg(Lk.) > wé(;y)ak > 0 sowie p = P, mit P, = 2p;"
(vergleiche (4.29)). Dann folgt:

a) M ist p-Kazdan- Warner-losbar = Abbildung (4.34) ist surjektiv.
b) M ist p-Kazdan- Warner-eindeutig = Abbildung (4.34) ist injektiv.

Die folgende Vermutung ist, da wir sie unabhéngig von der Lage der Gibbons-
Hawking-Zentren formulieren, dquivalent zur Vermutung 4.2.13.

Vermutung 4.2.16. Es sei p = %Pk mit P, = 2pl;1 (vergleiche (4.29)). Dann
ist jede kompakte Kihler-4-Mannigfaltigkeit p-Kazdan- Warner-losbar und p-Kazdan-
Warner-eindeutiq.

Der Fall deg(Lk,) € Olz(M) (Ga,aq41) fireinae {1,....k—1}

In diesem Fall sind die Lésungen der Seiberg-Witten-Gleichungen (2.26) Paare (A, 1),
so dass

e A ein holomorpher Zusammenhang auf P(ﬁt ist,

o ¢y € I'(M,P((Kpn)* @ L)) holomorph beziiglich des durch A induzierten Zu-
sammenhangs ist, wobei ¢ # 1), fir jedes a € {1,...,k }, und

o (Fi)M = %M(‘R}W)Mw erfiillt ist.

Zwei solche Paare (A, 1)) und (A’,v') repréasentieren genau dann dasselbe Element im
Modulraum .}, x, wenn sie sich um ein Element v in der Eichgruppe ¢ unterschei-
den. Beachten wir hier zusétzlich, dass (nicht-konstante) holomorphe Abbildungen
nach CP! (nicht-trivialen) meromorphen Abbildungen nach C entsprechen, also in
unserem Fall genauer die Korrespondenz

holomorphe Schnitte
von P(K§; @ L) mit ¢ # 1po und ¢ # Pat1

— T~

nicht-triviale meromorph 1:1 nicht-triviale meromorphe
Schnitte von (K s)* Y L Schnitte von (K1) ® L

wobei ,nicht-trivial“ hier heiflen soll, dass der meromorphe Schnitt weder konstant
auf 0 noch konstant auf co abbildet, so erhalten wir analog zu den Geradenbiindel-
fallen wohldefinierte Abbildungen:



92 4. Der verallgemeinerte Seiberg-Witten-Modulraum

T

Divisoren D, so dass : Divisoren D, so dass
D+— —D C1 (

M1, x
1 (Ox(D) = - ex(Kng) — e1(£) | BB L er(Oae(D)) = - e (Kar) — (L)

In diesem Fall erwarten wir keine Bijektion. Dennoch steht das Bild von .#7 x und
der Abbildungsgrad wiederum in &hnlicher Weise wie in den Geradenbiindelfillen
in enger Verbindung mit der Differentialgleichung (4.32), wobei p hier auf ein be-
schranktes Intervall in R abbildet. Wir erwarten, dass auch nicht-effektive Divisoren
Teil des Modulraumes sein werden. In welcher Beziehung das Bild von .#7 x zu
linearen Systemen steht, hingt sicherlich weiterhin vom Vorzeichen der Intervall-
grenzen a, und aq41 ab, d.h. von der Lage der Gibbons-Hawking-Zentren entlang
der pr-Achse.

4.2.4 Algebraisch-geometrische Fallunterscheidung im Spharenfall

In der Situation vom gerade erwihnten Sphérenfall (Fall deg(L£k ) € V012(7]T\/I ) (@a,aa+1))

ist der verallgemeinerte Spinor 1 (so dass (A,v) die verallgemeinerten Seiberg-
Witten-Gleichungen 16st) ein holomorpher Schnitt von P(K§; & L) beziiglich der
von A induzierten komplexen Struktur:

y € HO(P(Kf; & L))
Durch einen geeigneten Twist liftet dieser zu einem holomorphen Schnitt
s =(s1,50) € HY(Ly @ Ly),
so dass P(s) = ¢ € HOP(L, @ L2)) = HY(P(KS, & L))
(s1)0 N (s2)0 =0, (4.35)

also s1 € fIO(El) und sp € ﬁo(ﬁg) keine gemeinsamen Nullstellen haben. Wir
bezeichnen die zugehorigen (effektiven oder trivialen) Divisoren zu s; und sp mit
Dy = (s1)o und Dy = (s2)0, so dass wir auch schreiben kénnen:

ﬁl = O(Dl) und £2 = O(Dg)
FalA D; =0

Dann ist s = (s1,52) € H)(O@ L® K,;*). Insbesondere ist s; konstant und sy besitzt
als holomorpher Schnitt im nicht-trivialen Geradenbiindel £ ® K Nullstellen. Da
aber s; und sy keine gemeinsamen Nullstellen haben, folgt s; # 0. Also kénnen wir
¢ € HO(P(K$, @ L)) auch als Element von HO(£ ® K;*) auffassen. Dies entspricht
dem Fall, dass der Spinor ¢ € I'(M,P(K$, @ £)) & I'(M,Qr %, S2) nur das a-te
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Gibbons-Hawking-Zentrum trifft (nicht aber das (a+1)-te). In diesem Fall bestimmt
unser verallgemeinerter Spinor ¢ ein Element in

£~ ay| = POT(L © K3f)

beziiglich der vom Zusammenhang A induzieren komplexen Struktur.

FalB Dy =0

Mit denselben Uberlegungen erhalten wir fiir diesen Fall, dass wir ¢ € IViO(IP(Kj{‘/[ @
L)) auch als Element von HO(K¢, ® £!) auffassen konnen. Dies entspricht dem
Fall, dass der Spinor ¢ € I'(M,P(K$, @ £)) = T'(M,Qr X, S?) nur das (a + 1)-
te Gibbons-Hawking-Zentrum trifft (nicht aber das a-te). In diesem Fall bestimmt
unser verallgemeinerter Spinor ¢ ein Element in

oKy — £ = P(HYKS @ £))

beziiglich der vom Zusammenhang A induzieren komplexen Struktur.
FallC D; >0und Dy >0

Da D; und D- effektiv sind, haben die zugehorigen Schnitte s; und so beide Null-
stellen. Wir befinden uns in dem Fall, dass der Spinor ¢ € I'(M,P(K}; & £)) =
I'(M,Qr %, 52) beide Gibbons-Hawking-Zentren trifft, das a-te und das (« + 1)-te.
Andererseits haben s; und s2 keine gemeinsamen Nullstellen (vergleiche (4.35)) und
die effektiven Divisoren D1 und D5 erfiillen, dass

Dy - Dy =0.

(Umgekehrt folgt aus Dy - Dy = 0 auch D; N Dy = @, wenn D; und Dy keine
gemeinsame Komponente haben, da D; und Ds effektiv sind.) Der Schnitt ¢ €
HY(P(K$ ® £)) bestimmt hier also ein Element in

U ID1] x [ Dy
D1-D3=0

Falls M eine algebraische Fliche ist, folgt weiter mit dem (geometrischen) Hodge-
Index-Satz [16] fur die Selbstschnittzahlen von Dy bzw. Dj

(D1)? <0 oder (D2)? <0 oder ((D1)* = 0 und (D3)? = 0).

Dies liefert uns also schon eine Einschrankung an unsere Basis-K&hlermannigfaltigkeit
M fiir das Eintreten dieses Falles.

Bemerkung. Fir weitere Untersuchungen wiére es interessant herauszufinden, inwie-
fern diese Systeme im Sphérenfall mit .#7 x zusammenhingen. Dazu bedarf es si-
cherlich einer genaueren Analyse der nicht-linearen Differentialgleichung (4.32) auch
fiir den Sphérenfall.






A Anhang

A.1 Konventionen zu Vektorbiindeln und Darstellungen

Die folgende Ubersicht gibt Auskunft dariiber, mit welchen Darstellungen und Biin-
deln wir arbeiten. Die Tabelle A.1 ist als Zusammenfassung und Ergénzung zum
Abschnitt 2.1.2 zu verstehen. Zur besseren Ubersicht hier noch einmal die verwen-
deten Abbildungen und eine Bemerkung vorab:

Bemerkung. Grundsatzlich identfizieren wir oftmals
H = {zg+z1i + 22§ + 23k | 2; € R} 2 R* (A1)
als R-Vektorrdume bzw.
H={z+jzn|zucC}=C? (A.2)
als C-Vektorrdaume. Letzteres liefert auch den Gruppenisomorphismus

S x7, Sp(1) == S xz, SU(2) = U(2)
A, ¢l — (h— gh\) mit h =21 + jzo

[A,a+ jb] — X (Z _ab>

(A.3)

Die komplexen Strukturen, die auf H durch Linksmultiplikation mit ¢, j, k gegeben
sind, tibersetzen sich unter (A.2) zu:

1 0 0 -1 0 —
I—Li»—><0 —i) J—Lj|—><1 0) K—Lk|—><_i 0) (A4)

Die nun folgende Ubersicht ist deshalb mit den Konventionen
& =120+ x1i+ x2j + 23k fiir Darstellungen auf R*

sowie
h =z +jz fiir Darstellungen auf C>

zu lesen.
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Spin®(4)-Darstellungen

p g
Pc - Spinc (4)
p+ : Spin®(4)

Pdet - Spin(Ij (4)

—

—

—

SO(4)
U(2)
(1)

(A (g+,9-)]
(A (g+,9-)]
(A (g+59-)]

U(2)-Darstellungen bzw. S xz, Sp(1)-Darstellungen

R U(2)

1@ det : U(2)
Pstand U(2)
det : U(2)

U(2) x S'-Darstellungen bzw.

|

SO(4)
(2)
U(2)
(1)

X7, Sp(1)] x S'-Darstellungen

1

I

pst @ pgr -det : U(2) x S1
PS1 * Pstand - U(Q) X Sl
pE-det : U(2) x S

St x Sl-Darstellungen

py®ps + Stx St
po—y St x St
pris @ St xSt

Weitere Homomorphismen

i e
Ps1 j : U(Q) X Sl
o : U@2) xSt

U(2)
U(2)
U(1)

Spin®(4)
Spin®(4)
St x st

([A gl
(1A gl
(A dl,

w)
w)

u)

(eivo 7 ei5o)

(eivo , ei5o)

(el’YO , 6160)

—
—
—

[l

1

Beziehungen zwischen den Darstellungen und Homomorphismen

pcoj =S

p+oj =1@det=(1®ps—y)op

p-o° J = Pstand

pacoj=det  =ps_o0p

peo(psi-j) =s
p+ 0 (psr-j) =psr © psi - det = (py @ ps) 0 ¢

p—o(pst-j) =pst - Pstand

Pdet © (pg1 - j) = paa - det

(x — q-27%)
(h — qih\)
)\2

(z — qz))
(h > NhA)
(h +— gh\)
)\2

(h — AhAu)
(h — ghAu)

I\, (A )]
u, (A, q)]
(u, ur?)]

=Py+50 ¥
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A.2 Konventionen zur Indizierung

Im Verlauf der Arbeit benétigen wir verschiedene S'-Darstellungen und -wirkungen.
Um die Ubersichtlichkeit zu erhéhen, erhalten diese manchmal einen zusétzlichen
Index. Die Namensgebung sei hier kurz erklart:

S’,lZ Diese S' wirkt auf einer Hyperkihlermannigfaltigkeit
hyperkéahlersch.
S} Diese S! wirkt auf einer Hyperkdhlermannigfaltigkeit Metrik er-

haltend und rotierend in folgendem Sinne: Fiir e® € S} gilt

(eia)*l(e—ia)* — 7T
("), J(e7), = cos(—2a)J + sin(—2a) K
(€'), K (e7™), = —sin(—2a)J + cos(—2a)K.

S% X Sg Dieses Paar wirkt auf einer Hyperkdhlermannigfaltigkeit Metrik
erhaltend und rotierend in folgendem Sinne: Fiir (e, ') € S% X
S} gilt
(ei'y’eid)*l(e—i'y’e—ié)* -7
(e, ), J(e™, e ), = cos(y — 8)J +sin(y — 0)K
(e, e®), K (e™™, e ®), = —sin(y — §)J + cos(y — §) K.
Diese Notation ist an die Arbeit [21] angelehnt.

Die doppelte Uberlagerung
S;L X S,ll — S,ly X S(% (eio‘,eiﬁ) — (e’ﬁ,eiﬁﬂa)
ist mit den obigen Eigenschaften vertraglich.

Wir verwenden diese Indizes weiterhin auch fiir S'-Wirkungen auf anderen Mannig-
faltigkeiten, wenn es eine (anti-)dquivariante Abbildung in besagte Hyperkéahlerman-
nigfaltigkeit gibt, welche die S'-Wirkung in die S'-Wirkung mit dem entsprechenden
Index tiberfiihrt.



Literaturverzeichnis

1]

[10]

[11]

[12]

Charles P. Boyer and Krzysztof Galicki. Sasakian geometry. Oxford Mathema-
tical Monographs. Oxford University Press, Oxford, 2008.

Ana Cannas da Silva. Lectures on symplectic geometry, volume 1764 of Lecture
Notes in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2001.

Tohru Eguchi and Andrew J. Hanson. Self-dual solutions to Euclidean gravity.
Ann. Physics, 120(1):82-106, 1979.

Robert Friedman and John W. Morgan. Algebraic surfaces and Seiberg-Witten
invariants. J. Algebraic Geom., 6(3):445-479, 1997.

Robert Friedman and John W. Morgan. Obstruction bundles, semiregularity,
and Seiberg-Witten invariants. Comm. Anal. Geom., 7(3):451-495, 1999.

Thomas Friedrich. Dirac operators in Riemannian geometry, volume 25 of Gra-
duate Studies in Mathematics. American Mathematical Society, Providence, RI,
2000. Translated from the 1997 German original by Andreas Nestke.

G. W. Gibbons and S. W. Hawking. Gravitational multi-instantons. Phys. Lett.
B, 78(4):430-432, 1978.

Phillip Griffiths and Joseph Harris. Principles of algebraic geometry. Wiley-
Interscience [John Wiley & Sons|, New York, 1978. Pure and Applied Mathe-
matics.

Andriy Haydys. Generalized Seiberg-Witten equations and hyperKéhler geo-
metry. Dissertation, eprint hitp://webdoc.sub.qwdg.de/diss/2006/haydys/hay-
dys.pdf, 2006.

N. J. Hitchin, A. Karlhede, U. Lindstrom, and M. Roc¢ek. Hyper-Kéhler metrics
and supersymmetry. Comm. Math. Phys., 108(4):535-589, 1987.

Jerry L. Kazdan and F. W. Warner. Curvature functions for compact 2-
manifolds. Ann. of Math. (2), 99:14-47, 1974.

Shoshichi Kobayashi and Katsumi Nomizu. Foundations of differential geo-
metry. Vol I. Interscience Publishers, a division of John Wiley & Sons, New
York-Lond on, 1963.



100

Literatur

[13]

[20]

[21]

[22]

Shoshichi Kobayashi and Katsumi Nomizu. Foundations of differential geome-
try. Vol. II. Interscience Tracts in Pure and Applied Mathematics, No. 15 Vol.
II. Interscience Publishers John Wiley & Sons, Inc., New York-London-Sydney,
1969.

John W. Morgan. The Seiberg- Witten equations and applications to the topo-
logy of smooth four-manifolds, volume 44 of Mathematical Notes. Princeton
University Press, Princeton, NJ, 1996.

A. Newlander and L. Nirenberg. Complex analytic coordinates in almost com-
plex manifolds. Ann. of Math. (2), 65:391-404, 1957.

Liviu I. Nicolaescu. Notes on Seiberg- Witten theory, volume 28 of Graduate
Studies in Mathematics. American Mathematical Society, Providence, RI, 2000.

V. Ya. Pidstrigach. Hyper-Kéhler manifolds and the Seiberg-Witten equations.
Tr. Mat. Inst. Steklova, 246(Algebr. Geom. Metody, Svyazi i Prilozh.):263-276,
2004.

Ignasi Mundet i Riera. Yang-mills-higgs theory for symplectic fibrations. Ph.D.
Thesis, eprint arXiv:math/9912150, 1999.

N. Seiberg and E. Witten. Electric-magnetic duality, monopole condensation,
and confinement in N = 2 supersymmetric Yang-Mills theory. Nuclear Phys.
B, 426(1):19-52, 1994.

Claire Voisin. Hodge theory and complex algebraic geometry. I, volume 76 of
Cambridge Studies in Advanced Mathematics. Cambridge University Press,
Cambridge, 2002. Translated from the French original by Leila Schneps.

Robert Waldmiiller. Gibbons-Hawking-Rédume und eine Verallgemeinerung der
Seiberg-Witten-Gleichungen. Diplomarbeit, 2003.

Edward Witten. Monopoles and four-manifolds. Math. Res. Lett., 1(6):769-796,
1994.



Index

antikanonisches Geradenbiindel, 17
antiselbstduale 2-Form, 24
antiselbstdualer Zusammenhang, 29

Calabi-Metrik, 48
Cauchy-Riemann-Operator, 11, 24
Chern-Zusammenhang, 18, 27
Clifford-Multiplikation, 21
auf Kéhlermannigfaltigkeiten, 22
verallgemeinerte, 52, 56, 61, 64

Determinantenbiindel, 15
diagonale S'-Wirkung, 38, 44, 50
Differentialform vom Typ (p,q), 9
Dirac-Operator, 21, 23
komplex-geometrisch, 23
nicht-linearer, 50, 56
verallgemeinerter, 56
Divisor, 11, 12
effektiver, 12, 13
Dolbeaut-Operator, 23, 24

effektiver Divisor, 12, 13
Eguchi-Hanson-Raum, 47
Eichgruppe, 19, 57

Fallunterscheindung

nach deg(L%.,), 29, 82
Faser

lineares Modell, 37

nicht-lineare, 40
Fundamentalvektorfeld, 10

Geradenbiindel
antikanonisches, 17
Grad, 28
hermitesches, 11

holomorphes, 11
Gibbons-Hawking-Raum, 40, 82
Gibbons-Hawking-Sphéren, 83
Gibbons-Hawking-Zentrum, 40, 82
Grad eines Geradenbiindels, 28
Gruppenwirkung, 10

diagonale ST, 38, 44, 50

Hamiltonsche, 10, 38, 44

hyperkéahlersche, 38, 44

St x St 44, 49

symplektische, 10

Hamiltonsche Wirkung, 10, 38
hermitesches Geradenbiindel, 11
hermitesches Produkt, 7
Hodge-Stern-Operator, 23, 24
holomorphe Struktur, 11
holomorpher Zusammenhang, 27, 75
holomorphes Geradenbiindel, 11
holomorphes Vektorbiindel, 11
Hopf-Biindel, 39

lokales, 45
Hyperflache, 12

irreduzible, 12
Hyperkahlergeometrie, 8
Hyperkahlermannigfaltigkeit, 8
Hyperkahlerreduktion, 11, 48
Hyperkéhlerstruktur, 37

Gibbons-Hawking-Raum, 42

k-Center-Gibbons-Hawking-Raum, 40,
82

Kahler-Fall, 15

Kahlerform, 7, 45

Kéhlergeometrie, 7

Kahlermannigfaltigkeit, 7



102

Index

Kéhlerpotential, 10
kanonische Spin®-Struktur, 17
kanonische 1-Form, 67, 70
komplexes Vektorbiindel, 12
Konfigurationsraum, 26

verallgemeinerter, 57
kovariante Ableitung, 18

verallgemeinerte, 50, 51
Krimmung, 18

Levi-Civita-Zusammhang, 18

linear dquivalente Divisoren, 12

lineare Faser, 37

lineares System, 13
vollstandiges, 13

lokal definierende Funktionen, 12

Mannigfaltigkeit

fast komplexe, 7

Hyperkéhler, 8

Kahler, 7

komplexe, 7

symplektische, 7
Maurer-Cartan-Form, 19
Momentenabbildung, 10, 38, 44, 47

nicht-lineare Faser, 40

nicht-linearer Dirac-Operator, 50, 56
Nijenhuistensor, 7, 78

normale Koordinaten, 7

p-Kazdan-Warner-eindeutig, 89
p-Kazdan-Warner-16sbar, 89

quadratische Abbildung, 24, 25
Quaternionen, 15

Reduktion, 11
Hyperkéhler, 11, 48
Kéhler, 11
Marsden-Weinstein, 11

S1 x S'-Wirkung, 44, 49

Satz
Dirac-Op.=Dolbeaut-Op., 23
Hyperkéhlerreduktion, 11

Kazdan-Warner, 31

Marsden-Weinstein-Reduktion, 11

Newlander-Nirenberg, 7

Seiberg-Witten-Modulraum

(Kéhler-Fall), 34, 35

Schnittform, 25
Seiberg-Witten-Gleichungen, 26, 39

verallgemeinerte, 37, 57
Seiberg-Witten-Modulraum, 15, 26

holomorphe Beschreibung, 26, 34,

77

verallgemeinerter, 59, 61, 77
selbstduale 2-Form, 24
Spin®-Struktur, 15

kanonische, 17
Spinorbiindel, 15, 16

kanonische, 17

lineares, 37

negatives, 16

positives, 16

verallgemeinertes, 47, 77, 80
spurloser Endomorphismus, 25
Struktur

fast komplexe, 7

holomorphe, 11

Hyperkéahler, 37, 42

kanonische Spin®, 17

komplexe, 7, 77, 80, 82

Spin®, 15
symplektische Mannigfaltigkeit, 7
symplektische Wirkung, 10

Vektorbiindel
holomorphes, 11
komplexes, 12
verallgemeinerte
Clifford-Multiplikation, 52, 56, 61,
64
kovariante Ableitung, 50, 51
Seiberg-Witten-Gleichungen, 57
verallgemeinerter
Dirac-Operator, 56
Konfigurationsraum, 57
Seiberg-Witten-Modulraum, 59, 61



Index 103
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