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p«0ª
k t0ª0«)« ¨©'¡� }©ª�)«¨�0©ª §¡(¡§ ©¢ §©{~ k M¦�NS

pn,t x¡�0~){§ ¨©'¡� ©¢ ¨�©�)«¡� n {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t M¦�NS

ps,t,x y�©�¡~ ¨©'¡� ©¢ { ¨�©�)«¡�L� ¡ª¡�£­ ��©�{£¡ ~¡(0}¡ ©¢ �}¡ª{�0© x {�

�}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t M¦�NS

p«{¬
s t{¬0«)« ��©�{£¡ }{¨{}0�­ M¦�NS

pt,m i{�{ �{«¨§¡ m ©¢ )ª}¡��{0ª ({�0{|§¡ pt M¦�NS

v}�©|¡� ]Q WUWU



uvtjuhsfz�xj ¬¬¬

pt,x y}¡ª{�0© x ©¢ )ª}¡��{0ª ({�0{|§¡ pt M¦�NS

pt �ª}¡��{0ª ({�0{|§¡ �¡¨�¡�¡ª�0ª£ ¨©'¡� £'ª'�{�0©ª {ª~ }©ª�)«¨�0©ª

M¦�NS

r{§§©',t h{�|©ª {§§©'{ª}¡ ©¢ { ¨�©�)«¡� {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t M¦£T¤NS

rª¡�,t h{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ }{)�¡~ |­ )�0ª£ { ¨�©�)«¡�L� ©'ª £¡ª¡�{�0©ª ¢©�

�)¨¨§­0ª£ ©�¤¡� ¨�©�)«¡��L ~¡«{ª~ {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t M¦£T¤NS

rc h§©ª{§ �{�¡S

ri,t h{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ }{)�¡~ |­ ¨©'¡� £¡ª¡�{�0©ª ©¢ £¡ª¡�{�©� i {�

�}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t M¦£T¤NS

rk,t h{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ }{)�¡~ |­ ¨©'¡� }©ª�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)� ©¢ §©{~

k {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t M¦£T¤NS

r′k,t h{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ }{)�¡~ |­ ¨©'¡� }©ª�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)� ©¢ §©{~

k {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t |¡¢©�¡ ¨©§0}­ «{¦¡�L� 0ª}¡ª�0(¡ M¦£T¤NS

rl,t h{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ }{)�¡~ |­ ¨©'¡� ��{ª�«0��0©ª §©�� ©¢ §0ª¡ l {�

�}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t M¦£T¤NS

rt,x h{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ ©¢ { ¨�©�)«¡�L� �}¡ª{�0© x {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t

M¦£T¤NS

su f«©)ª� ©¢ ¡ª¡�£­ ©� }{�|©ª {§§©'{ª}¡ �© |¡ �)¨¨§0¡~ |­ �¡§§¡� u M¦£ ©�

¦�¤NS

t nª~¡¬ ©¢ �}¤¡~)§0ª£ �0«¡S

u nª~¡¬ ©¢ �¡§§¡��S

v nª~¡¬ ©¢ |)­¡��S

x nª~¡¬ ©¢ �}¡ª{�0©�S

hhlz h©«|0ª¡~ }­}§¡ £{� �)�|0ª¡

v}�©|¡� ]Q WUWU



uvtjuhsfz�xj ¬¬¬0

hjk h{�|©ª ¡«0��0©ª� B©'

hjkh h{�|©ª ¡«0��0©ª� B©' ¢�©« }©ª�)«¨�0©ª

hjkl h{�|©ª ¡«0��0©ª� B©' ¢�©« £¡ª¡�{�0©ª

hjks h{�|©ª ¡«0��0©ª� B©' ¢�©« ��{ª�«0��0©ª §©��

hjkz h{�|©ª ¡«0��0©ª� B©' ¢�©« ��{ª�«0��0©ª

huu h©ª(©§)�0©ª{§ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦

iuu i¡¡¨ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦

ixjy i0���0|)�¡~ �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡

kfnf k©§§©'¡�� {££�¡£{�¡~ 0««)ª¡ {§£©�0�¤«

kinf k©§§©'¡�� ~0���0|)�¡~ 0««)ª¡ {§£©�0�¤«

sh©j s¡(¡§0�¡~ }©�� ©¢ ¡§¡}��0}0�­ £¡ª¡�{�0©ª

sh©y s¡(¡§0�¡~ }©�� ©¢ ��©�{£¡

stnf s¡{~¡�� t)§�0©|¥¡}�0(¡ 0««)ª¡ {§£©�0�¤«

syzt s©ª£ �¤©�� �¡�« «¡«©�­

tv� t)§�0©|¥¡}�0(¡ ¨�©|§¡«

tz t0}�©£�0~ z�{~¡�

xuu x¡})��¡ª� ª¡)�{§ ª¡�'©�¦

v}�©|¡� ]Q WUWU



h¤{¨�¡� V

nª��©~)}�0©ª

VSV g{}¦£�©)ª~

z¤¡ '©�§~L� ¨©¨)§{�0©ª 0� ¡¬¨¡}�¡~ �© 0ª}�¡{�¡ ¢�©« \S\ |0§§0©ª })��¡ª�§­ �© ^S\ |0§R

§0©ª ©(¡� �¤¡ ª¡¬� XU ­¡{�� �V�Q '0�¤ �¤¡ ¡ª¡�£­ ~¡«{ª~ �0�0ª£ |­ ª¡{�§­ ZU J �W�S

�¤¡ª ¨�©(0~0ª£ ¡��¡ª�0{§ ¡ª¡�£­ �© ¤)«{ª�Q �¤¡ }©«|)��0©ª ©¢ ¢©��0§ ¢)¡§� 0ª}§)~0ª£

}©{§Q £{�Q {ª~ ©0§ '0§§ }©ª(¡�� �©§0~ }{�|©ª ¡§¡«¡ª�� 0ª�© £{�¡©)� }{�|©ª ¡«0��0©ª�S

z¤¡ §{�£¡R�}{§¡ �¡§¡{�¡ ©¢ {ª�¤�©¨©£¡ª0} }{�|©ª ¡«0��0©ª� '©)§~ |�¡{¦ �¤¡ |{§{ª}¡

©¢ ª{�)�{§ }{�|©ª }­}§¡ {ª~ §¡{~ �© 0��¡(¡��0|§¡ ¡;¡}�� ©¢ }§0«{�¡ }¤{ª£¡ �X�S nª ¡¢R

¢©��� �© {~~�¡�� �¤0� ¡ª(0�©ª«¡ª�{§ }¤{§§¡ª£¡ £§©|{§§­Q �¤¡ nª�¡�£©(¡�ª«¡ª�{§ �{ª¡§

©ª h§0«{�¡ h¤{ª£¡ {0«� �© ¦¡¡¨ £§©|{§ '{�«0ª£ |¡§©' W ◦h {ª~ ¤{§(¡ �¤¡ £�¡¡ªR

¤©)�¡ £{�¡� |­ WUZU }©«¨{�¡~ �© �¤¡ V^^U §¡(¡§ �Y�S z¤¡ q­©�© ��©�©}©§ �Z� 0ª V^^\

0� �¤¡ <��� ��¡¨ �©'{�~� �¤¡ £§©|{§ §©' }{�|©ª �{�£¡��Q )ª~¡� '¤0}¤ }©)ª��0¡� {�¡

¡¬¨¡}�¡~ �© «¡¡� �¤¡0� �{�£¡�� �¤�©)£¤ ~©«¡��0} ¨©§0}0¡� {ª~ �¡£)§{�0©ª� ¢©� ¢{}0§R

0�{�0ª£ �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­Q 0«¨�©(0ª£ ¡ª¡�£­ ¡C}0¡ª}­Q �¡~)}0ª£ §{ª~<§§� ¡«0��0©ª�Q

{ª~ �¡���0}�0ª£ 0ª~)���0{§ ¡«0��0©ª�S

z¤¡ ¨©'¡� �­��¡«� �¡¨�¡�¡ª� {�©)ª~ YU J ©¢ £§©|{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« �¤¡

}©«|)��0©ª ©¢ ¢©��0§ ¢)¡§� �[�S z¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­ '¤0}¤ �){ª�0<¡� �¤¡

{«©)ª� ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¨�©~)}¡~ |­ ¨¡� )ª0� ©¢ ¡ª¡�£­ £¡ª¡�{�0©ª �\� ¤{� ¨�©R

¨©��0©ª{§§­ 0ª}�¡{�¡~ '0�¤ �¤¡ £�©'�¤ ©¢ ¡ª¡�£­ ~¡«{ª~S z© ¢{}0§0�{�¡ { ��{ª�0�0©ª

�©'{�~� §©' }{�|©ª ¨©'¡� �­��¡«�Q �¤¡ 	SqS £©(¡�ª«¡ª� {ªª©)ª}¡~ �¤¡ h{�|©ª

�§{ª �]� 0ª WUVV ¢©� 0ª}�¡{�0ª£ �¤¡ ¨¡ª¡��{�0©ª ©¢ �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡�Q 0ª}¡ªR

V



VSVS g{}¦£�©)ª~ W

�0(0�0ª£ ~¡«{ª~ �0~¡ }{�|©ª «0�0£{�0©ªQ {ª~ ¡ª¤{ª}0ª£ ¡ª¡�£­ ¡C}0¡ª}­S z¤0� ¨©§0}­

«¡{�)�¡ ¤{� �)}}¡��¢)§§­ �¡~)}¡~ �¤¡ {(¡�{£¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­ 0ª �¤¡ �SqS

¨©'¡� �­��¡«� ¢�©« USZYZ ¦£T¦�¤ 0ª WUVW �© USWUU ¦£T¦�¤ 0ª WUV^ £0(¡ª �¤¡ 0ªR

}�¡{�0ª£ ¡ª¡�£­ ~¡«{ª~Q {ª~ �¤¡ ¡¬¨¡}�¡~ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­ |­ WUXU 0�

USUZU ¦£T¦�¤ �^�S

z¤¡ �«{�� £�0~ 0� {ª ¡ª{|§0ª£ �¡}¤ª©§©£­ ©¢ ¢)�)�¡ §©' }{�|©ª ¨©'¡� �­��¡«�S

z¤¡ }©ª}¡¨� ©¢ �«{�� £�0~ �¡¢¡�� �© { �{ª£¡ ©¢ ©¨¡�{�0ª£ {ª~ }©ª��©§§0ª£ «¡{�)�¡� 0ª

¨©'¡� �­��¡«� 0ª}§)~0ª£ ~¡«{ª~ �0~¡ «{ª{£¡«¡ª�Q �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡�Q ¡ªR

¡�£­ ��©�{£¡Q ¡§¡}��0} (¡¤0}§¡�Q �«{�� «¡�¡��Q {ª~ ¤©«¡ ¡ª¡�£­ «{ª{£¡ �­��¡«� �VU�S

k�©« �¤¡ }©««)ª0}{�0©ª ¨¡��¨¡}�0(¡ �VV�Q �¤¡ �«{�� £�0~ ¡ª{|§¡� �¤¡ |0~0�¡}�0©ª{§

}©««)ª0}{�0©ª |¡�'¡¡ª ¨©'¡� �­��¡«� {ª~ 0ª~0(0~){§ £¡ª¡�{�©�� {ª~ }©ª�)«¡��Q

'¤0}¤ ¢{}0§0�{�¡� �¤¡ ©¨�0«{§ ©¨¡�{�0©ª ©¢ £¡ª¡�{�©�� {ª~ �¤¡ {}�0(¡ ¡ª£{£¡«¡ª� ©¢

}©ª�)«¡��S k�©« �¤¡ }©ª��©§§0ª£ ¨¡��¨¡}�0(¡ �VW�Q �¤¡ 0ª�¡�©¨¡�{|0§0�­ ©¢ �«{�� £�0~

¡ª{|§¡� «{�¦¡� ¨{��0}0¨{ª�� �© }©©¨¡�{�0(¡§­ {}¤0¡(¡ �¤¡ ©(¡�{§§ |¡ª¡<�� ©¢ ¨©'¡�

�­��¡«�Q �)}¤ {� �{(0ª£ ¡§¡}��0}0�­ |0§§� ¢©� }©ª�)«¡��Q 0«¨�©(0ª£ ©¨¡�{�0ª£ ¨�©<��

¢©� £¡ª¡�{�©��Q «0�0£{�0ª£ }{�|©ª ¡«0��0©ª�Q {ª~ ¡ª¤{ª}0ª£ �¡})�0�­ ©¢ �)¨¨§­S

z¤¡ �)¨¨©��� ©¢ §©' }{�|©ª ¨©§0}0¡� {ª~ {~({ª}¡� ©¢ �«{�� £�0~ �¡}¤ª©§©£0¡�

¡ª{|§¡ }©ª�)«¡�� �© {}�0(¡§­ ¨�©~)}¡Q }©ª�)«¡ {ª~ ��©�¡ ¡ª¡�£­ �¤�©)£¤ �¡ª¡'{|§¡

¡ª¡�£­ �©)�}¡�Q ��©�{£¡ ~¡(0}¡�Q ¡§¡}��0} (¡¤0}§¡�Q {ª~ �«{�� «¡�¡��S z¤¡ ¨©'¡�

�­��¡«� {�¡ ��{ª�0�0©ª0ª£ �©'{�~� { ¨�©�)«¡�� ¡�{ �VX�S z¤¡ ª¡' <£)�¡ ©¢ ¨�©�)«¡��

�¡¨�¡�¡ª�� { �«{§§R�0®¡~ ©� «¡~0)«R�0®¡~ {£¡ª�� �VY�Q �)}¤ {� �¡�0~¡ª�0{§Q }©««¡�}0{§Q

{ª~ 0ª~)���0{§ }©ª�)«¡��Q '¤© ¨�©~)}¡ ¡ª¡�£­ ¢©� �¡§¢R}©ª�)«¨�0©ª {ª~ ¢¡¡~ �)�¨§)�

¡ª¡�£­ 0ª�© ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦�S ��©�)«¡�� }{ª {§�© ���{�¡£0}{§§­ ¡¬}¤{ª£¡ ¡ª¡�£­

'0�¤ �¤¡ «{0ª £�0~ ©� ©�¤¡� ¨�©�)«¡�� ¢©� «¡¡�0ª£ �¤¡0� ~¡«{ª~ ©� 0ª}�¡{�0ª£ �¤¡0�

�¡(¡ª)¡�S fª 0ª�¡§§0£¡ª� ¨©'¡� �­��¡«� {ª~ B¡¬0|§¡ ¡ª¡�£­ «{�¦¡�� ���)}�)�¡ {�¡

}�)}0{§ ¢©� �¤¡ 0ª�¡£�{�0©ª ©¢ ¡«¡�£0ª£ �©§¡ ©¢ ¨�©�)«¡��S m©' �© 0ª}©�¨©�{�¡ �¤¡�¡

{~({ª}¡~ }©««)ª0}{�0©ªQ }©ª��©§Q {ª~ }©«¨)�{�0©ª{§ �¡}¤ª©§©£0¡� ©¢ �«{�� £�0~

'0�¤ �¤¡ �¡£)§{�©�­ �)¨¨©��� ¢©� �¡{§0�0ª£ �¡§0{|§¡Q ¡C}0¡ª�Q {ª~ §©' }{�|©ª ¢)�)�¡

¨©'¡� �­��¡«� �©'{�~� ¨�©�)«¡�� ¡�{ ¨�¡�¡ª�� { }¤{§§¡ª£¡ �© |¡ {~~�¡��¡~ 0ª �¤0�

�¤¡�0�S

v}�©|¡� ]Q WUWU



VSWS x¡�¡{�}¤ t©�0({�0©ª� {ª~ h¤{§§¡ª£¡� X

VSW x¡�¡{�}¤ t©�0({�0©ª� {ª~ h¤{§§¡ª£¡�

z¤¡ «©�0({�0©ª |¡¤0ª~ �¤0� �¤¡�0� 0� �© ¡��{|§0�¤ ¤©' �«{�� £�0~ ¡ª{|§¡� ¨�©�)«¡��

�© |¡ {¨¨�©¨�0{�¡§­ 0ª�¡£�{�¡~ 0ª�© ¡ª¡�£­ «{�¦¡�� ¢©� ~¡}{�|©ª0�0ª£ ¢)�)�¡ ¨©'¡�

�­��¡«�S nª ~©0ª£ �¤0�Q }©ª�0~¡�{�0©ª �¤©)§~ |¡ £0(¡ª �© �¤¡ ¢©§§©'0ª£ �¤�¡¡ {�¨¡}��_

¼ k�©« �¡£)§{�©�­ ¨¡��¨¡}�0(¡Q ¤©' �© ~¡�¡�«0ª¡ {¨¨�©¨�0{�¡ ¨©§0}­ «¡{�)�¡� �©

¢{}0§0�{�¡ �¤¡ ¨¡ª¡��{�0©ª ©¢ �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡� {ª~ ¡ª}©)�{£¡ ¨{��0(¡

}©ª�)«¡�� �© ¨{��0}0¨{�¡ 0ª }{�|©ª «0�0£{�0©ªS

¼ k�©« 0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡�L� ¨¡��¨¡}�0(¡Q ¤©' �© ���{�¡£0}{§§­ �}¤¡~)§¡ �¤¡0�

©'ª £¡ª¡�{�0©ª {ª~ }©ª�)«¨�0©ª ¢©� 0«¨�©(0ª£ �¡§¢R|¡ª¡<��Q ¡S£S |0§§ �{(0ª£

{ª~ ¨�©<� 0«¨�©(0ª£Q 0ª {ª ¡ª(0�©ª«¡ª�{§§­ ¢�0¡ª~§­ «{ªª¡�S

¼ k�©« }©««)ª0�­L� ¨¡��¨¡}�0(¡Q ¤©' �© ~¡�0£ª { «¡}¤{ª0�« ¡ª{|§0ª£ {ª ¡ªR

�¡«|§¡ ©¢ ¨�©�)«¡�� }©�¨©�{�¡§­ {}¤0¡(¡ �¡£0©ª{§ |¡ª¡<��Q ¡S£S ¡ª¡�£­ |{§{ª}¡Q

{ª~ �{�£¡�� ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �¡~)}�0©ªS

k)§<§§0ª£ �¤¡�¡ �¤�¡¡ {�¨¡}�� 0� �¤¡ �)|¥¡}� ©¢ {}�0(¡ �¡�¡{�}¤S u©ª¡�¤¡§¡��Q �¤¡�¡ ��0§§

�¡«{0ª� { ª)«|¡� ©¢ }¤{§§¡ª£¡�S z¤0� �¤¡�0� 0� {ª {��¡«¨� �© {~~�¡�� �¤¡ ¢©§§©'0ª£

}¤{§§¡ª£¡�_

¼ z¤¡ §©ª£R�¡�« §©' }{�|©ª ¨©§0}­ ¢©� ©(¡�{§§ {ª�¤�©¨©£¡ª0} }{�|©ª ¡«0��0©ª�

}{ªª©� �{�£¡� ©ª ¨©'¡� �­��¡«�S f ¨©'¡� �­��¡«� �¨¡}0<} §©' }{�|©ª ¨©§R

0}­ ~¡�0£ª �¤{� }{ª ~­ª{«0}{§§­ {~¥)�� 0ª}¡ª�0(¡ «¡{�)�¡� {¢�¡� �¡}¡0(0ª£ �¤¡

�¡�¨©ª�¡� ¢�©« £¡ª¡�{�©�� {ª~ }©ª�)«¡�� ª¡¡~� �© |¡ }©ª�0~¡�¡~S

¼ z¤¡ 0~0©�­ª}�{�0} ¨�©�)«¨�0©ª ¨{��¡�ª� }{)�¡ �¤¡ 0��)¡� ©¢ �}{§{|0§0�­ {ª~

}©«¨)�{�0©ª{§ }©«¨§¡¬0�­ ¢©� «©~¡§R|{�¡~ ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£S

¼ m©' 0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡��L 0ª��0ª�0} ¢¡{�)�¡� {;¡}� �¤¡0� ~¡}0�0©ª� ©¢ £¡ª¡�{R

�0©ªQ }©ª�)«¨�0©ªQ {ª~ 0ª})��¡~ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª �¡�¨©ª~0ª£ �© ¡§¡}��0}0�­

¨�0}¡� ª¡¡~� �© |¡ 0ª(¡��0£{�¡~S

¼ n� 0� }¤{§§¡ª£0ª£ �© {}})�{�¡§­ ¨�¡~0}� ¨�©�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)�� 0ª ¨{��0})§{�

£0(¡ª )ª}¡��{0ª�0¡� }{)�¡~ |­ �¤¡ 0ª�¡�«0��¡ª}­ ©¢ �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡�

{ª~ B¡¬0|§¡ ~¡«{ª~S

v}�©|¡� ]Q WUWU



VSXS h©ª��0|)�0©ª� Y

¼ z¤¡ }¡ª��{§0�¡~ ¨�0}0ª£ �}¤¡«¡ �¡B¡}�� �¤¡ �)¨¨§­R~¡«{ª~ �¡§{�0©ª�¤0¨ ©¢ ©(¡�R

{§§ ¡ª¡�£­ «{�¦¡�� {ª~ 0� )ª0¢©�« ¢©� {§§ })��©«¡��S z¤0� �}¤¡«¡ 0� 0ª~¡¨¡ªR

~¡ª� ©¢ ¡ª¡�£­ ¡¬}¤{ª£¡ {«©ª£ ¨�©�)«¡�� {ª~ �¤)� ª©� ¡(¡�­ ¨�©�)«¡� }{ª

|¡ ¡C}0¡ª�§­ 0ª}¡ª�0(0�¡~ �© �¡~)}¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� {ª~ ¨{��0}0¨{�¡ 0ª ¡ª¡�£­

��{~0ª£S

¼ y¡¨{�{�¡§­ ~¡�0£ª0ª£ ¡ª¡�£­ ©� }{�|©ª «{�¦¡�� 0� ª©� ¡C}0¡ª�Q |¡}{)�¡ �¤¡

¨)�}¤{�0ª£ ©¢ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ 0� { ¨{�� ©¢ ¡ª¡�£­ }©���S f ~¡}¡ª��{§0�¡~

��{~0ª£ ¢�{«¡'©�¦ ª¡¡~� �© |¡ ~¡�0£ª¡~ ¡ª{|§0ª£ ¨�©�)«¡�� �© ��{~¡ ¡ª¡�£­

{ª~ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ �©£¡�¤¡�S

¼ �¤¡ª 0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡�� ¨�©}¡¡~ ¨¡¡�R�©R¨¡¡� ��{~0ª£Q 0� 0� ¤{�~ �© ¡ª�)�¡

�¤¡ �¡��§¡«¡ª� {ª~ ~¡§0(¡�­ '0�¤©)� { ��{ª~{�~0�¡~ ª¡£©�0{�0©ª {ª~ ¡ª¢©�}0ª£

«¡}¤{ª0�«S

¼ z¤¡ 0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡��L }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ £¡ª¡�{�0©ª ¢©� �¡§¢R

}©ª�)«¨�0©ªQ }©ª�)«¨�0©ª ¢�©« �¡§¢R£¡ª¡�{�0©ªQ {ª~ £¡ª¡�{�0©ª M©� }©ª�)«¨R

�0©ªN ¢©� M©� ¢�©«N ¡ª¡�£­ ¡¬}¤{ª£¡ '0�¤ ©�¤¡� ¨�©�)«¡�� }{ªª©� |¡ ��{}¡~

)�0ª£ ¡¬0��0ª£ {¨¨�©{}¤¡� {ª~ �¤¡ª 0ª}¡ª�0(0�¡~ ¨�©¨¡�§­S z¤0� 0� «©�¡ }¤{§R
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k0£)�¡ WSX_ h©«¨{�0�©ª |¡�'¡¡ª }{�|©ª �{¬ {ª~ ¡«0��0©ª� ��{~0ª£ �}¤¡«¡ ¢�©«

¡}©ª©«0}� ¨¡��¨¡}�0(¡S z¤¡ 0«¨§¡«¡ª�{�0©ª ©¢ }{�|©ª �{¬ '©)§~ �{0�¡ ¡ª¡�£­ ¨�0}¡

{ª~ �¡~)}¡ ¡ª¡�£­ ~¡«{ª~S z¤¡ ¡«0��0©ª� ��{~0ª£ �}¤¡«¡ '©)§~ §0«0� �¤¡ �©�{§

}{�|©ª ¡«0��0©ª� {ª~ �{0�¡ }{�|©ª ¨�0}¡S

z¤¡ ~0;¡�¡ª}¡� |¡�'¡¡ª }{�|©ª �{¬ {ª~ ¡«0��0©ª� ��{~0ª£ �}¤¡«¡ 0ª}§)~0ª£ �¤¡

{~({ª�{£¡� {ª~ §0«0�{�0©ª� ©¢ ¡{}¤ ¨©§0}­ ~¡�0£ª {�¡ {� ¢©§§©'�_

v}�©|¡� ]Q WUWU



WSXS s©' h{�|©ª �©§0}­ i¡�0£ª ¢©� jª¡�£­ t{�¦¡� WU

¼ z¤¡ }{�|©ª �{¬ £0(¡� { }¡��{0ª�­ �© �¤¡ ¨�0}¡ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �¤�©)£¤

<¬¡~ �{¬ �{�¡Q '¤¡�¡{� �¤¡ ¡«0��0©ª� ��{~0ª£ �}¤¡«¡ £0(¡� { }¡��{0ª�­ �© �¤¡

�){ª�0�­ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �¤�©)£¤ <¬¡~ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ �\Y�S

¼ h{�|©ª �{¬ 0� ¡{�0¡� �© |¡ 0«¨§¡«¡ª�¡~ �0ª}¡ 0� 0� |{�¡~ ©ª ¡��{|§0�¤¡~ �{¬

�­��¡«�S g­ }©ª��{��Q ¡«0��0©ª� ��{~0ª£ �}¤¡«¡ 0� «©�¡ B¡¬0|§¡ �0ª}¡ 0� }{ª

|¡ ¡¬�¡ª~¡~ '0�¤ <ª{ª}0{§ 0ªª©({�0©ª �)}¤ {� ¨¡¡�R�©R¨¡¡� ��{~0ª£Q ©¨�0©ª�Q

|{ª¦0ª£Q {ª~ |©��©'0ª£S

¼ k�©« ¡}©ª©«0}� ¨¡��¨¡}�0(¡ {� 0ª~0}{�¡~ 0ª k0£S WSXQ '¤¡ª �¤¡ }{�|©ª �{¬

0� 0«¨§¡«¡ª�¡~Q �¤¡ ¡ª¡�£­ ¨�0}¡ 0ª}�¡{�¡� {ª~ �¤¡ ¡ª¡�£­ ~¡«{ª~ ~¡}�¡{�¡�

¢�©« ¨©0ª� a �© ¨©0ª� bS h©ª�)«¡�� '©)§~ <ª~ {§�¡�ª{�0(¡�Q ¡S£S §©{~� �¤0¢�R

0ª£T})��{0§«¡ª�Q ¡§¡}��0} (¡¤0}§¡�Q �¡¨§{}0ª£ £{� ¢)�ª{}¡ '0�¤ £�©)ª~ �©)�}¡

¤¡{� ¨)«¨S g­ }©ª��{��Q )ª~¡� �¤¡ ¡«0��0©ª� ��{~0ª£ �}¤¡«¡Q '¤¡ª �¤¡ �©�{§

{«©)ª� ©¢ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ 0� <¬¡~ {}}©�~0ª£ �© �¤¡ �{�£¡� ©¢ }{�|©ª «0�R

0£{�0©ª {� 0ª~0}{�¡~ |­ §0ª¡ lQ �¤¡ }{�|©ª ¨�0}¡ '©)§~ 0ª}�¡{�¡ ¢�©« ¨©0ª� a

�© ¨©0ª� bS k{}0ª£ �¤¡ )ª}¡��{0ª�­ ©¢ }{�|©ª ¨�0}¡Q £¡ª¡�{�©�� '©)§~ <ª~ {§R

�¡�ª{�0(¡�Q ¡S£S 0«¨�©(0ª£ }©«|)��0©ª ¡C}0¡ª}­Q �¡¨§{}0ª£ }©{§ |­ £{�Q {ª~

0ª(¡��0ª£ �¡ª¡'{|§¡ £¡ª¡�{�0©ªS

WSXSW h{�|©ª j«0��0©ª� z�{}0ª£ ¢©� �©'¡� y­��¡«�

z�{}0ª£ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢©� ¨©'¡� �­��¡«� 0� { ¢©)ª~{�0©ª ©¢ §©' }{�|©ª ~¡(¡§R

©¨«¡ª�Q �0ª}¡ 0� ¨�©(0~¡� ©¨�0©ª� {ª~ �)££¡��0©ª� �¤{� 0ª¢©�« §©'R}{�|©ª ¨©§0}­

©ª ¡ª¡�£­ «{�¦¡�� {ª~ ¨©'¡� �­��¡«� ¨§{ª0ª£ �\Z�S z'© ¨�0«{�­ {¨¨�©{}¤¡� 0ª

§0�¡�{�)�¡ ¢©� ��{}0ª£ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« ¨©'¡� �­��¡«� {�¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª�

0ª�¡ª�0�0¡� {ª~ }{�|©ª ¡«0��0©ª� B©'S

h{�|©ª j«0��0©ª� nª�¡ª�0�0¡�

z¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« ¨©'¡� �­��¡«� }{ª |¡ ¡({§){�¡~ |­ �¤¡ )�{£¡ ©¢ ¢©��0§ ¢)¡§�

{ª~ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢ �¡§{�¡~ ¢)¡§�S j({§){�0©ª ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª�

0ª�¡ª�0�0¡� ¤{� |¡¡ª ¢©})�¡~ |­ { «{¥©�0�­ ©¢ �¡�¡{�}¤ �\[5\^�S k©� �¤¡ }{�|©ª ¡«0�R

�0©ª� }{)�¡~ |­ }©{§ {ª~ £{�Q �¤¡ ~0�¨§{}¡«¡ª� |­ �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡� '©)§~

v}�©|¡� ]Q WUWU



WSXS s©' h{�|©ª �©§0}­ i¡�0£ª ¢©� jª¡�£­ t{�¦¡� WV

}{)�¡ ¨{��R§©{~¡~ ©¨¡�{�0©ª {ª~ �¡~)}¡ �¤¡ £¡ª¡�{�0ª£ ¡C}0¡ª}­S z¤¡ ¨{��R§©{~¡~

©¨¡�{�0©ª }©ª�)«¡� «©�¡ ¢©��0§ ¢)¡§� {ª~ �{0�¡� �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡�S

z¤¡ �¡�¡{�}¤ 0ª �\\� 0ª(¡��0£{�¡~ �¤¡ �¡§{�0©ª�¤0¨ |¡�'¡¡ª �¤¡ ~­ª{«0} }¤{ª£¡ ©¢

}{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� {ª~ �¤¡ §¡(¡§� ©¢ ¨{��R§©{~¡~ ©¨¡�{�0©ª )�0ª£ ¤0��©�0}{§

~{�{ ¢�©« ¨©'¡� �­��¡«�S k©� �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ ©�¤¡� �©)�}¡� �)}¤

{� ¤­~�©Q '0ª~Q {ª~ |0©«{��Q �¤¡�¡ 0� ª© �0£ª0<}{ª� 0«¨{}� ©¢ ¨{��R§©{~¡~ ©¨¡�{�0©ª

©ª }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡�S z¤¡ §©ª£R�¡�« {(¡�{£¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡�

¡({§){�¡~ |­ §0¢¡R}­}§¡ }{�|©ª {ª{§­�0� �]U� {�¡ )�¡~ ¢©� }{§})§{�0ª£ }{�|©ª ¡«0�R

�0©ª�S z¤¡�¡ {�¡ �¤�¡¡ ¨�0«{�­ {¨¨�©{}¤¡� �© ¡({§){�¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡�

{� ¢©§§©'�S

¼ f(¡�{£¡ ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­_ z¤¡ {(¡�{£¡ ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­ �){ª�0<¡� ¤©'

«)}¤ �¤¡ �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡� ~0�¨§{}¡ �¤¡ {ªª){§ {(¡�{£¡ }{�|©ª ¡«0�R

�0©ª� ¢�©« {§§ ¨©'¡� £¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡� ©ª �¤¡ ¨©'¡� �­��¡«� �\[�S z¤¡ {(¡�{£¡

0ª�¡ª�0�­ 0� { §©ª£R�¡�« {¨¨�©¬0«{�0©ª |{�¡~ ©ª ¤0��©�0}{§ ©|�¡�({�0©ª �]V�S

¼ t{�£0ª{§ ~0�¨§{}¡«¡ª� 0ª�¡ª�0�­_ z¤¡ «{�£0ª{§ ~0�¨§{}¡«¡ª� 0ª�¡ª�0�­ �){ª�0R

<¡� ¤©' «)}¤ �¤¡ �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡� ~0�¨§{}¡ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©«

£¡ª¡�{�©�� ©¨¡�{�0ª£ {� �¤¡ «{�£0ª �\\�S z¤¡ «{�£0ª{§ ~0�¨§{}¡«¡ª� 0ª�¡ª�0�­

0� ¡({§){�¡~ |­ 0~¡ª�0¢­0ª£ '¤0}¤ ¨©'¡� ¨§{ª� �¡�¨©ª~� �© }¤{ª£¡� 0ª ©)�¨)��

©¢ �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡�S

¼ t{�£0ª{§ ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­_ z¤¡ «{�£0ª{§ ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­ �){ª�0<¡� ¤©'

«)}¤ �¤¡ �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡� ~0�¨§{}¡ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« �¤¡

«{�£0ª{§ }¤{ª£¡� 0ª ¨©'¡� ~¡«{ª~ �\]Q \^�S

nª �¤¡ lg ¨©'¡� �­��¡«�Q �¤¡ }©{§ {ª~ }©«|0ª¡~ }­}§¡ £{� �)�|0ª¡ MhhlzN {�¡

�¤¡ «©�� �0£ª0<}{ª� £¡ª¡�{�©� �­¨¡� '¤0}¤ �¡�¨©ª~ �© «{�£0ª{§ }¤{ª£¡� ©¢ ©)�¨)��

¢�©« �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡�S m¡ª}¡Q �¤¡ «{�£0ª{§ ~0�¨§{}¡«¡ª� 0ª�¡ª�0�­ 0� �)0�R

{|§¡ ¢©� ¡({§){�0ª£ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« }©{§ {ª~ hhlzS z¤¡ ª)}§¡{� 0� { |{�¡§©{~

£¡ª¡�{�©� '¤0}¤ 0� ©ª§­ {;¡}�¡~ |­ {(¡�{£¡ ¨©'¡� £¡ª¡�{�0©ª {ª~ }©��¡�¨©ª~0ª£ {(R

¡�{£¡ ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­S

v}�©|¡� ]Q WUWU



WSXS s©' h{�|©ª �©§0}­ i¡�0£ª ¢©� jª¡�£­ t{�¦¡� WW

h{�|©ª j«0��0©ª� k§©'

z¤¡ �0«¡R({�­0ª£ {ª~ �¨{�0{§R({�­0ª£ }©ª�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)�� {�¡ { ¨�0«{�­ ~�0(¡�

¢©� �¤¡ £¡ª¡�{�0©ª ¢�©« �¤¡ }©«|)��0©ª ©¢ ¢©��0§ ¢)¡§�S nª��¡{~ ©¢ {}}©)ª�0ª£ }{�|©ª

¡«0��0©ª� 0ª £¡ª¡�{�0©ª �0~¡Q �¤¡ {¨¨�©{}¤ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� B©' MhjkN �{�£¡�� ©ª

0ª~0(0~){§ }©«¨©ª¡ª�� ©¢ ¨©'¡� ª¡�'©�¦� 0ª}§)~0ª£ £¡ª¡�{�©��Q ��{ª�«0��0©ª §0ª¡�Q

{ª~ }©ª�)«¡��S z¤¡ hjk 0� { (0��){§ ª¡�'©�¦ B©' }©ª})��¡ª� '0�¤ ¨©'¡� B©'

�© ��{}¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ £¡ª¡�{�©�� '¤¡ª ��{ª�«0��0ª£ {ª~ }©ª�)«0ª£

¡ª¡�£­ �\Z�S fª{§©£©)� �© �¤¡ ¨©'¡� B©'Q �¤¡ (0��){§ hjk B©'� {§©ª£ ��{ª�«0��0©ª

§0ª¡� ¢�©« ©ª¡ |)� �© {ª©�¤¡� )ª~¡� �¨{�0{§ �¡���0}�0©ª� ©¢ ¨©'¡� ª¡�'©�¦�S z¤¡ hjk

{¨¨�©{}¤ ¨�©(0~¡� { ¨�¡}0�¡ 0ª¢©�«{�0©ª ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« �¨¡}0<} �0«¡ {ª~

§©}{�0©ª ©¢ ¨©'¡� ª¡�'©�¦� {ª~ { ¢{0� {§§©}{�0©ª ©¢ }{�|©ª «0�0£{�0©ª �¡�¨©ª�0|0§0�0¡�S

z¤¡ {¨¨�©{}¤ ©¢ hjk ¤{� |¡¡ª ¢©})�¡~ 0ª �¤¡ §0�¡�{�)�¡ �]W5]Y�S z¤¡ }©ª}¡¨�

©¢ hjk '{� 0ª0�0{§§­ }�¡{�¡~ ¢�©« 0ª�¡�ª{�0©ª{§ ��{~¡� �© {}}©)ª� }{�|©ª �¡�¨©ª�0R

|0§0�0¡� {«©ª£ }©)ª��0¡�S y��¤§� ¡� {§S �]W� {ª{§­�¡~ �¤¡ 0ª�¡�ª{�0©ª{§ }{�|©ª B©'�

¢�©« { }©ª�)«¨�0©ªR|{�¡~ ¨¡��¨¡}�0(¡ {ª~ 0~¡ª�0<¡~ �¤¡ ¨©��0©ª ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª�

¢�©« 0ª~)���0{§ ¡¬¨©���S k)��¤¡� �¡�¡{�}¤ 0«¨§¡«¡ª�¡~ �¤0� }©ª}¡¨� 0ª�© ¨©'¡� �­�R

�¡«� �© ~¡�¡�«0ª¡ �¤¡ ©|§0£{�0©ª ©¢ }{�|©ª �¡~)}�0©ª 0ª ¡ª¡�£­ }©ª�)«¨�0©ª �0~¡S

nª �]X�Q { hjk ��{}0ª£ {¨¨�©{}¤ 0ª ¨©'¡� �­��¡«� '{� ~¡(¡§©¨¡~ �© ~¡�¡�«0ª¡ �¤¡

0ª~0�¡}� }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ }©ª�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)��Q |­ '¤0}¤ �¤¡ �¡£0©ª{§

({�0{�0©ª ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� {ª~ §©}{�0©ª{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢ 0ª~0R

(0~){§ }©ª�)«¡�� '¡�¡ 0~¡ª�0<¡~S q{ª£ ¡� {§S �]Y� �){ª�0<¡~ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª�

{}}©«¨{ª­0ª£ �¤¡ ¨©'¡� ~¡§0(¡�­ ¨�©}¡�� {ª~ {}})«)§{�¡~ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª�

�© }©ª�)«¡�� �0~¡S z¤¡ ©¨¡�{�0©ª{§ }¤{�{}�¡�0��0}� {ª~ �¤¡ �©¨©§©£0}{§ ¢¡{�)�¡� ©¢

¨©'¡� ª¡�'©�¦� '¡�¡ }©ª�0~¡�¡~ 0ª �¤0� �¡�¡{�}¤S

WSXSX x¡«{�¦ ©¢ x¡�¡{�}¤ h¤{§§¡ª£¡�

f§�¤©)£¤ �¤¡ «{�¦¡� |{�¡~ §©' }{�|©ª ¨©§0}0¡� ¤{(¡ |¡¡ª 0«¨§¡«¡ª�¡~ {� ¨�{}�0}{§

�¡£)§{�0©ª� {ª~ 0ª(¡��0£{�¡~ 0ª �¤¡ §0�¡�{�)�¡Q �¤¡�¡ {�¡ ��0§§ ©¨¨©��)ª0�0¡� 0ª ~¡�0£ªR

0ª£ ~­ª{«0} §©' }{�|©ª ¨©§0}0¡�S z¤0� 0� |¡}{)�¡ �¤¡ §©ª£R�¡�« «{�¦¡� ¨©§0}­ ¢©�

©(¡�{§§ ¨©'¡� �­��¡«� }{ªª©� �{�£¡� ©ª ~­ª{«0} ¨©'¡� ¨�©<§¡� {ª~ 0ª})��¡~ }{�|©ª

v}�©|¡� ]Q WUWU



WSYS f¨¨�©{}¤¡� ©¢ �©'¡� y­��¡«� y}¤¡~)§0ª£ WX

¡«0��0©ª� ©¢ 0ª~0(0~){§ £¡ª¡�{�©��T}©ª�)«¡��S

k)��¤¡�«©�¡Q '0�¤ �¤¡ ¨{��0}0¨{�0©ª ©¢ ¨�©�)«¡�� 0ª�© ¡ª¡�£­ «{�¦¡��Q �¤¡ 0ªR

~0(0~){§ ¨�©�)«¡��L }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ £¡ª¡�{�0©ª ¢©� �¡§¢R}©ª�)«¨�0©ªQ

}©ª�)«¨�0©ª ¢�©« �¡§¢R£¡ª¡�{�0©ªQ {ª~ £¡ª¡�{�0©ª M©� }©ª�)«¨�0©ªN ¢©� M©� ¢�©«N

¡ª¡�£­ ¡¬}¤{ª£¡ '0�¤ ©�¤¡� ¨�©�)«¡�� }{ªª©� |¡ ��{}¡~ )�0ª£ ¡¬0��0ª£ {¨¨�©{}¤¡�

{ª~ �¤¡ª 0ª}¡ª�0(0�¡~ ¨�©¨¡�§­S z¤0� 0� «©�¡ }¤{§§¡ª£0ª£ '¤¡ª ¨�©�)«¡�� ��{~¡ ¡ªR

¡�£­ ©� }{�|©ª {§§©'{ª}¡Q |¡}{)�¡ �¤¡­ ª¡¡~ �© ¦ª©' ¤©' «)}¤ }{�|©ª {§§©'{ª}¡

ª¡¡~� �© |¡ ¨)�}¤{�¡~ {� }{�|©ª }©��S

WSY f¨¨�©{}¤¡� ©¢ �©'¡� y­��¡«� y}¤¡~)§0ª£

z¤¡ §©' }{�|©ª ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£ �¡¢¡�� �© ���{�¡£0}{§§­ ~0�¨{�}¤0ª£ ¨©'¡� £¡ª¡�R

{�0©ª ¢�©« ({�0©)� �©)�}¡� {ª~ �¡�¤{¨0ª£ ¨©'¡� }©ª�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)��Q ¢©� �¤¡

¨)�¨©�¡ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �¡~)}�0©ªQ ¡§¡}��0}0�­ |0§§ �{(0ª£ {ª~ £¡ª¡�{�0ª£ ¨�©<�

0«¨�©(0ª£ �]Z�S nª �¤0� �¡}�0©ªQ �¤¡ ��{�¡R©¢R�¤¡R{�� {¨¨�©{}¤¡� ¢©� ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£

{�¡ �¡(0¡'¡~S

WSYSV v¨�0«0�{�0©ª

z¤¡ ©¨�0«0�{�0©ª 0� {ª ¡��¡ª�0{§ {¨¨�©{}¤ ¢©� ¨©'¡� �­��¡«� �}¤¡~)§0ª£S �ª~¡�

©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|§¡«�Q ©|¥¡}�0(¡� ©¢ ¡ª¡�£­ «{�¦¡� ¨{��0}0¨{ª��Q ¡S£S £¡ª¡�{�©��Q

}©ª�)«¡��Q ¨�©�)«¡��Q ¨©§0}­ «{¦¡��Q �­��¡« ©¨¡�{�©��Q {ª~ «{�¦¡� ©¨¡�{�©��Q {�¡

«©~¡§§¡~ |­ ¨�¡~¡<ª¡~ ¢©�«)§{�0©ª� {ª~ ¨{�{«¡�¡��Q }©ª���{0ª¡~ |­ �­��¡« }{¨{}R

0�0¡�Q ©¨¡�{�0ª£ }©ª~0�0©ª� {ª~ �¡})�0�­ �¡���0}�0©ª�S z¤�©)£¤ �©§(0ª£ �¤¡ ©¨�0«0R

�{�0©ª ¨�©|§¡«�Q ©¨�0«{§ �}¤¡~)§0ª£ ~¡}0�0©ª�Q ¡S£S ¨©'¡� ¨�©<§¡� {ª~ ¡§¡}��0}0�­

¨�0}¡�Q }{ª |¡ ­0¡§~¡~S nª })��¡ª� �¡�¡{�}¤ ¢©� ¨©'¡� �­��¡«� �}¤¡~)§0ª£Q �¤¡ ©¨R

�0«0�{�0©ª {¨¨�©{}¤¡� }{ª |¡ }{�¡£©�0�¡~ {� ¨�©£�{««0ª£ �¡}¤ª0�)¡� {ª~ ¤¡)�0��0}

{§£©�0�¤«� {� ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª k0£S WSYS

z¤¡ ¨�©£�{««0ª£ �¡}¤ª0�)¡� 0ª}§)~¡ §0ª¡{� ¨�©£�{««0ª£Q 0ª�¡£¡� §0ª¡{� ¨�©R

£�{««0ª£Q «0¬¡~ 0ª�¡£¡� §0ª¡{� ¨�©£�{««0ª£Q {ª~ ª©ªR§0ª¡{� ¨�©£�{««0ª£S z¤¡

§0ª¡{� ¨�©£�{««0ª£ �¡¢¡�� �© {ª ©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|§¡« 0ª '¤0}¤ {§§ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}R

�0©ª� {ª~ }©ª���{0ª�� {�¡ §0ª¡{� ¢)ª}�0©ª� ©¢ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡� �][�S z¤¡ 0ª�¡£¡� §0ª¡{�

v}�©|¡� ]Q WUWU



WSYS f¨¨�©{}¤¡� ©¢ �©'¡� y­��¡«� y}¤¡~)§0ª£ WY

k0£)�¡ WSY_ h{�¡£©�0�¡� ©¢ ©¨�0«0�{�0©ª {¨¨�©{}¤¡� ¢©� ¨©'¡� �­��¡«� �}¤¡~)§0ª£S
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�'© «¡��0}� {�¡ ~¡<ª¡~ {� �]Y�

¼ t¡��0} V Mh{�|©ª j«0��0©ª� x{�¡N_ z¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ 0� ~¡<ª¡~ {�

�¤¡ {«©)ª� ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« { ¨©0ª� ©¢ ¨©'¡� ª¡�'©�¦� ¨¡� )ª0� ©¢

�0«¡ {�

r =
e

∆t
, MXSWSVN

'¤¡�¡ r 0� �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡Q ∆t 0� �¤¡ �0«¡ 0ª�¡�({§Q {ª~ e 0� �¤¡

{«©)ª� ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ~)�0ª£ �¤¡ �0«¡ 0ª�¡�({§ ∆tS

¼ t¡��0} W Mh{�|©ª j«0��0©ª� nª�¡ª�0�­N_ z¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­ 0�

~¡<ª¡~ {� �¤¡ {«©)ª� ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« { �¨¡}0<} ¨©0ª� ©¢ ¨©'¡�

ª¡�'©�¦� ¨¡� )ª0� ©¢ ¡ª¡�£­ {�

ρ =
e

p ·∆t
=

r

p
, MXSWSWN

'¤¡�¡ ρ 0� �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­Q {ª~ p 0� �¤¡ {}�0(¡ ¨©'¡�S

s¡� N Q IQ KQ {ª~ L ~¡ª©�¡ �¤¡ 0ª~¡¬ �¡�� ©¢ |)�¡�Q £¡ª¡�{�©��Q §©{~�Q {ª~ ��{ª�R

«0��0©ª §0ª¡�Q 0ª~¡¬¡~ |­ 0ª�¡£¡�� n ∈ N Q i ∈ IQ k ∈ KQ {ª~ l ∈ LQ �¡�¨¡}�0(¡§­S

h©ª�0~¡� { ¨©'¡� ª¡�'©�¦ '0�¤ |N | |)�¡�Q |I| £¡ª¡�{�©��Q |K| §©{~�Q {ª~ |L| ��{ª�R

«0��0©ª §0ª¡�Q )ª~¡� '¤0}¤ �¤¡ hjk 0� }{�¡£©�0�¡~ {� hjk ¢�©« £¡ª¡�{�0©ª MhjklNQ

hjk ¢�©« ��{ª�«0��0©ª MhjkzNQ hjk ¢�©« ��{ª�«0��0©ª §©�� MhjksNQ {ª~ hjk

¢�©« }©ª�)«¨�0©ª MhjkhNS

h{�|©ª j«0��0©ª� k§©' ¢�©« l¡ª¡�{�0©ª

z¤¡ hjkl ��{}¡� �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ ¡§¡}��0}0�­ £¡ª¡�{�0©ª ~)¡ �© �¤¡

}©«|)��0©ª ©¢ ¢©��0§ ¢)¡§�S z¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢ £¡ª¡�{�©�� {�¡ ~¡�¡�R

«0ª¡~ |­ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢ 0ª¨)� ¢)¡§� {ª~ ¡C}0¡ª}­ ©¢ ¡§¡}��0}0�­

�)¨¨§­ �\^� Mj({§){�0©ª ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ¢©� ¡{}¤ £¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡

'0§§ |¡ ~¡�{0§¡~ 0ª �0«)§{�0©ªNS s¡� {ª |I|R�0®¡ }©§)«ª (¡}�©� ρhjkl ~¡ª©�¡ �¤¡ }{�R

|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢ £¡ª¡�{�©��S z¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡� ©¢ £¡ª¡�{�©��

v}�©|¡� ]Q WUWU
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}{ª |¡ }{§})§{�¡~ {�

rhjkl = Phjkl × ρhjkl, MXSWSXN

'¤¡�¡ rhjkl 0� { |N |R�0®¡ }©§)«ª (¡}�©� �© ~¡ª©�¡ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡� ©¢

£¡ª¡�{�©��Q {ª~ Phjkl 0� { (|N | × |I|)R�0®¡ «{��0¬ �© ~¡ª©�¡ �¤¡ ¨©'¡� ©)�¨)�� ©¢

£¡ª¡�{�©��S z¤¡ 0ª~0}¡� n {ª~ i ©¢ ¡{}¤ ¡§¡«¡ª� phjkl,n,i ∈ Phjkl 0ª~0}{�¡ �¤{� �¤¡

£¡ª¡�{�©� i 0� §©}{�¡~ {� |)� nS k©� �¤¡ |)�¡� '0�¤©)� £¡ª¡�{�©��Q �¤¡ }©��¡�¨©ª~0ª£

¡§¡«¡ª�� ¡�){§ �© ®¡�©S

h{�|©ª j«0��0©ª� k§©'� ¢�©« z�{ª�«0��0©ª {ª~ h©ª�)«¨�0©ª

z¤¡ hjkz {ª~ hjkh ��{}¡ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ £¡ª¡�{�©�� '¤¡ª �¤¡

¡§¡}��0}0�­ 0� ��{ª�«0��¡~ {ª~ }©ª�)«¡~Q �¡�¨¡}�0(¡§­S k0���§­Q �© }{§})§{�¡ �¤¡ }{�R

|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡� ©¢ ��{ª�«0��0©ª {ª~ }©ª�)«¨�0©ªQ �¤¡ }©��¡�¨©ª~0ª£ }{�|©ª

¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ª¡¡~ �© |¡ {ª{§­�¡~S fª{§©£©)� �© �¤¡ ~¡<ª0�0©ª ©¢ |)� 0ª �¤¡

}©ª�¡¬� ©¢ ¨©'¡� B©'�Q { |)� 0ª �¤¡ }©ª�¡¬� ©¢ hjk �¡¢¡�� �© { ª©~¡ }©ªª¡}�¡~ |­

({�0©)� £¡ª¡�{�©��Q §©{~�Q {ª~ ��{ª�«0��0©ª §0ª¡�S z¤¡ hjk B©'� �¤�©)£¤ { |)� ¢�©«

0ªB©'�Q ¡S£S £¡ª¡�{�©�� {ª~ 0ªB©'0ª£ ��{ª�«0��0©ª §0ª¡�Q �© ©)�B©'�Q ¡S£S §©{~� {ª~

©)�B©'0ª£ §0ª¡�S f}}©�~0ª£ �© �¤¡ ¨�©¨©��0©ª{§ �¤{�0ª£ ¨�0ª}0¨§¡ �V[]� {ª~ ~0���0|)R

�0©ª ©¢ �¤¡ hjk �]Y�Q �¤¡ ¢©§§©'0ª£ �'© ¨�©¨¡��0¡� ¤©§~ ¢©� �¤¡ ~0���0|)�0©ª ©¢ hjkz

{ª~ hjkhS f �}¤¡«{�0} 0§§)���{�0©ª ©¢ �¤¡�¡ �'© ¨�©¨¡��0¡� {�¡ ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª k0£S

XSWS

¼ ��©¨¡��­ V _ z¤¡ hjk }{)�¡~ |­ {§§ ¨©'¡� ©)�B©'� ¢�©« { |)� M0ª}§)~0ª£

¨©'¡� ©)�B©'� �© �¤¡ §©{~� }©ªª¡}�¡~ �© �¤0� |)�N ¡�){§� �© �¤¡ hjk }{)�¡~

|­ {§§ ¨©'¡� 0ªB©'� �© �¤0� |)� M0ª}§)~0ª£ ¨©'¡� 0ªB©'� ¢�©« �¤¡ £¡ª¡�{�©��

}©ªª¡}�¡~ �© �¤0� |)�NS

¼ ��©¨¡��­ W _ z¤¡ ¨�©¨©��0©ª ©¢ �¤¡ hjk }{)�¡~ |­ ©ª¡ ¨©'¡� 0ªB©' �© �¤¡

hjk }{)�¡~ |­ {§§ ¨©'¡� 0ªB©'� ¦¡¡¨� )ª}¤{ª£¡~ 0ª �¤¡ hjk� }{)�¡~ |­ ¡{}¤

¨©'¡� ©)�B©'S m¡ª}¡Q {§§ ¨©'¡� ©)�B©'� ¢�©« �¤¡ �{«¡ |)� '©)§~ ¤{(¡ �¤¡

�{«¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡�S

s¡� { (|N | × |N |)R�0®¡ �¦¡'R�­««¡��0} «{��0¬ Pg ~¡ª©�¡ �¤¡ ~0���0|)�0©ª ©¢ ¨©'¡�

0ªB©'� ¢�©« ©�¤¡� |)�¡� ­0¡§~¡~ |­ ¨©'¡� B©' {ª{§­�0�S z¤¡ 0ª~0}¡� na {ª~ nb

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSWS ��¡§0«0ª{�­ Y^

k0£)�¡ XSW_ y}¤¡«{�0} 0§§)���{�0©ª ¢©� �¤¡ ~0���0|)�0©ª ©¢ hjkz {ª~ hjkhS z¤¡

hjk }{)�¡~ |­ {§§ ¨©'¡� ©)�B©'� ¢�©« { |)� ¡�){§� �© �¤¡ hjk }{)�¡~ |­ {§§ ¨©'¡�

0ªB©'� �© �¤0� |)� M0ª~0}{�¡~ |­ �¤¡ �0®¡ ©¢ hjk |©¬NS z¤¡ |)� ¤©«©£¡ª0�¡� �¤¡

}{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢ {§§ ¨©'¡� 0ªB©'� M0ª~0}{�¡~ |­ �¤¡ }©§©)� ©¢ hjk

|©¬NQ �© �¤{� {§§ ¨©'¡� ©)�B©'� ¤{(¡ �¤¡ �{«¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡�S

Mna, nb ∈ N N ©¢ ¡{}¤ ¡§¡«¡ª� pg,na,nb
∈ Pg 0ª~0}{�¡ �¤¡ ~0�¡}�0©ª ©¢ ¨©'¡� 0ªB©' 0ª

��{ª�«0��0©ª §0ª¡ 0� ¢�©« |)� na �© |)� nbS x¡}{§§ �¤{� �¤¡ (|N | × |I|)R�0®¡ «{��0¬

Phjkl �¡¨�¡�¡ª�� �¤¡ ¨©'¡� 0ªB©'� ¢�©« £¡ª¡�{�©��S z¤¡ ~0���0|)�0©ª ©¢ ¨©'¡�

0ªB©'� ¢�©« |©�¤ ©�¤¡� |)�¡� {ª~ £¡ª¡�{�©�� }{ª |¡ ~¡�}�0|¡~ {�

Phjkz = ~0{£



i(|N |+|I|) ×


 Pg

Pz
hjkl





 , MXSWSYN

'¤¡�¡ Phjkz 0� { (|N | × |N |)R�0®¡ ~0{£©ª{§ «{��0¬ �© ~¡ª©�¡ �¤¡ ~0���0|)�0©ª ©¢ �¤¡

�©�{§ ¨©'¡� 0ªB©'� ¢�©« |©�¤ ©�¤¡� |)�¡� {ª~ £¡ª¡�{�©��Q ~0{£{·} 0� �¤¡ ©¨¡�{�0©ª

�© }�¡{�¡ ~0{£©ª{§ «{��0¬Q {ª~ i(|N |+|I|) 0� { (|N |+ |I|)R�0®¡ )ª0� �©' (¡}�©�S

f}}©�~0ª£ �© �¤¡ ��©¨¡��­ VQ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡� }{)�¡~ |­ {§§ ¨©'¡�

0ªB©'� �© ¡{}¤ ©¢ |)�¡� ¡�){§ �© �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡� }{)�¡~ |­ {§§ ¨©'¡�

0ªB©'� ¢�©« ©�¤¡� |)�¡� {ª~ £¡ª¡�{�©�� {�

Phjkz × ρhjkz = Pz
g × ρhjkz + rhjkl, MXSWSZN

'¤¡�¡ ρhjkz 0� { |N |R�0®¡ }©§)«ª (¡}�©� �© ~¡ª©�¡ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0R

�0¡� ©¢ ��{ª�«0��0©ª {ª~ }©ª�)«¨�0©ªS z¤)�Q �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢

v}�©|¡� ]Q WUWU
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��{ª�«0��0©ª {ª~ }©ª�)«¨�0©ª }{ª |¡ }{§})§{�¡~ {�

ρhjkz = (Phjkz −Pz
g)

−1 × rhjkl. MXSWS[N

y¡}©ª~§­Q �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡� ©¢ ��{ª�«0��0©ª {ª~ }©ª�)«¨�0©ª }{ª |¡

}{§})§{�¡~ {�

Rhjkz = ~0{£{ρhjkz} ×Pg, MXSWS\N

Rhjkh = ~0{£{ρhjkz} ×Phjkh, MXSWS]N

'¤¡�¡ Rhjkz 0� { (|N | × |N |)R�0®¡ ��){�¡ «{��0¬ �© ~¡ª©�¡ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª�

�{�¡� ©¢ ��{ª�«0��0©ªQ Rhjkh 0� { (|N | × |K|)R�0®¡ «{��0¬ �© ~¡ª©�¡ �¤¡ }{�|©ª ¡«0�R

�0©ª� �{�¡� ©¢ }©ª�)«¨�0©ªQ {ª~ Phjkh 0� { (|N | × |K|)R�0®¡ «{��0¬ �© ~¡ª©�¡ �¤¡

~0���0|)�0©ª ©¢ ¨©'¡� §©{~� ­0¡§~¡~ |­ ¨©'¡� B©' {ª{§­�0�S z¤¡ 0ª~0}¡� na {ª~ nb

Mna, nb ∈ N N ©¢ ¡{}¤ ¡§¡«¡ª� rhjkz,na,nb
∈ Rhjkz 0ª~0}{�¡ �¤¡ ~0�¡}�0©ª ©¢ hjkz

0ª ��{ª�«0��0©ª §0ª¡ 0� ¢�©« |)� na �© |)� nbS z¤¡ 0ª~0}¡� n {ª~ k ©¢ ¡§¡«¡ª��

rhjkh,n,k ∈ Rhjkh {ª~ phjkh,n,k ∈ Phjkh 0ª~0}{�¡ �¤{� �¤¡ §©{~ k 0� §©}{�¡~ {� |)�

nS

h{�|©ª j«0��0©ª� k§©' ¢�©« z�{ª�«0��0©ª s©��

f}}©�~0ª£ �© �¤¡ ��©¨¡��­ WQ �¤¡ ¨©'¡� §©�� }{ª |¡ �{¦¡ª {� { ¨©'¡� ©)�B©' ¢�©« {

|)�Q {ª~ ¤{� �¤¡ �{«¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� '0�¤ ©�¤¡� ¨©'¡� ©)�B©'� ¢�©«

�¤0� |)�S x¡}{§§ �¤{� Pg ~¡ª©�¡� �¤¡ ~0���0|)�0©ª ©¢ ¨©'¡� 0ªB©'� �© ¡{}¤ ©¢ |)�¡�

0ª ¨©'¡� ª¡�'©�¦�S s¡� { (|N | × |N |)R�0®¡ ��){�¡ «{��0¬ P′
g ~¡ª©�¡ �¤¡ ~0���0|)�0©ª

©¢ ¨©'¡� ©)�B©'� ¢�©« ¡{}¤ ©¢ |)�¡� 0ª ¨©'¡� ª¡�'©�¦�S z¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡�

©¢ ��{ª�«0��0©ª §©��¡� }{ª |¡ }{§})§{�¡~ {�

Rhjks = ~0{£{ρhjkz} × (P′
g −Pg), MXSWS^N

'¤¡�¡ Rhjks 0� { (|N | × |N |)R�0®¡ ��){�¡ «{��0¬ �© ~¡ª©�¡ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª�

�{�¡� ©¢ ��{ª�«0��0©ª §©��¡�S z¤¡ 0ª~0}¡� na {ª~ nb Mna, nb ∈ N N ©¢ ¡{}¤ ¡§¡«¡ª�

rhjks,na,nb
∈ Rhjks 0ª~0}{�¡ �¤¡ ~0�¡}�0©ª ©¢ hjks 0ª { ��{ª�«0��0©ª §0ª¡ 0� ¢�©«

|)� na �© |)� nbS

x¡«{�¦_ k©� �0«¨§0}0�­Q �¤¡ «{��0¬ }{§})§{�0©ª� ©¢ hjk {�¡ �¡¨�¡�¡ª�¡~ |­

fhjk (·) 0ª �¤¡ ¢©§§©'0ª£ �¡}�0©ª�S s¡� pk,t {ª~ rk,t ~¡ª©�¡ �¤¡ ¨©'¡� }©ª�)«¨�0©ª

v}�©|¡� ]Q WUWU
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{ª~ }©��¡�¨©ª~0ª£ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ ©¢ §©{~ k ∈ K {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tQ {ª~

pi,t {ª~ ri,t ~¡ª©�¡ �¤¡ ¨©'¡� £¡ª¡�{�0©ª {ª~ }©��¡�¨©ª~0ª£ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ ©¢

£¡ª¡�{�©� i ∈ I {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tS m¡ª}¡Q ¢©� ¡{}¤ §©{~ k {ª~ £¡ª¡�{�©� iQ �¤¡

hjk 0� { ¢)ª}�0©ª ©¢ ¨©'¡� B©' {�

rk,t = fhjk (pk,t) , MXSWSVUN

ri,t = fhjk (pi,t) . MXSWSVVN

XSWSX i¡}¡ª��{§0�¡~ s©' h{�|©ª nª}¡ª�0(¡ t¡}¤{ª0�«

vª}¡ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ©¢ 0ª~0(0~){§ }©ª�)«¡�� {�¡ ��{}¡~Q { §©' }{�|©ª 0ª}¡ª�0(¡

}{ª |¡ ¢©�«)§{�¡~ |­ �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡� 0ª �¤¡ ¢©�« ©¢ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ªS z¤¡

�{�£¡� ©¢ §©' }{�|©ª 0ª}¡ª�0(¡ 0� ©ª ¡{}¤ ©¢ 0ª~0(0~){§ }©ª�)«¡��Q 0ª��¡{~ ©¢ {ª

¡ª�¡«|§¡ ©¢ }©ª�)«¡�� {� 0ª �¤¡ }¡ª��{§0�¡~ 0ª}¡ª�0(¡ {¨¨�©{}¤¡�S s¡� γk (·) ~¡ª©�¡

�¤¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª ¢©� }{�|©ª �¡~)}�0©ª ©¢ §©{~ kS z¤¡

¢©§§©'0ª£ {��)«¨�0©ª� ª¡¡~ �© |¡ }©ª�0~¡�¡~ �© ¢©�«)§{�¡ �¤¡ §©' }{�|©ª 0ª}¡ª�0(¡S

¼ f��)«¨�0©ª V _ z¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �¤©)§~ |¡ ª©ªRª¡£{�0(¡S �¤¡ª

�¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ '0�¤ ¨©§0}­ «{¦¡�L� 0ª}¡ª�0(¡ �¡~)}¡� �© ®¡�©Q �¤¡

«©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª ©¢ §©{~ k �¤©)§~ |¡ «{¬0«)«Q 0S¡S γk = γ«{¬k Q 0¢ rk,t =

0Q '¤¡�¡ γ«{¬k 0� �¤¡ «{¬0«)« «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª ¢©� }{�|©ª �¡~)}�0©ª

©¢ §©{~ kS

¼ f��)«¨�0©ª W _ n¢ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ {¢�¡� �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡�L� 0ª}¡ª�0(¡

0� ¤0£¤¡� �¤{ª ©� ¡�){§ �© �¤{� |¡¢©�¡ �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡�L� 0ª}¡ª�0(¡Q }©ª�)«¡��

'0§§ ª©� �¡}¡0(¡ {ª­ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª {�

γk
(
rk,t, r

′
k,t

)
= 0, rk,t ≥ r′k,t, MXSWSVWN

'¤¡�¡ r′k,t 0� �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ }{)�¡~ |­ ¨©'¡� }©ª�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)�

©¢ §©{~ k {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t |¡¢©�¡ ¨©§0}­ «{¦¡�L� 0ª}¡ª�0(¡S

¼ f��)«¨�0©ª X _ �¤¡ª �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ |¡¢©�¡ �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡�L�

0ª}¡ª�0(¡ r′k,t 0� ¦ª©'ªQ �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �¤©)§~ |¡ «©ª©�©ª0}{§§­

v}�©|¡� ]Q WUWU
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~¡}�¡{�0ª£ �© �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ {¢�¡� ¨©§0}­ «{¦¡�L� 0ª}¡ª�0(¡ rk,t {�

∂γk
(
rk,t, r

′
k,t

)

∂rk,t
< 0. MXSWSVXN

¼ f��)«¨�0©ª Y _ z¤¡ §©{~� '0�¤ ¤0£¤R§¡(¡§ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� '0§§ �¡}¡0(¡ «©�¡

«©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �¤{ª �¤¡ §©{~� '0�¤ §©'R§¡(¡§ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª�Q

|¡}{)�¡ �¤©�¡ §©{~� '0�¤ ¤0£¤R§¡(¡§ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� {�¡ «©�¡ )�£¡ª� ¢©�

}{�|©ª «0�0£{�0©ªS z¤0� «¡{ª� �¤{� �¤¡ «{�£0ª{§ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª

�¤©)§~ |¡ «©ª©�©ª0}{§§­ 0ª}�¡{�0ª£ �© �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ |¡¢©�¡ ¨©§0}­

«{¦¡�L� 0ª}¡ª�0(¡ r′k,t {�
∂2γk

(
rk,t, r

′
k,t

)

∂r′2k,t
> 0. MXSWSVYN

m¡ª}¡Q �¤¡ ¢©§§©'0ª£ ¢)ª}�0©ª '¤0}¤ �{�0�<¡� {§§ �¤¡ {��)«¨�0©ª� 0� «©~¡§§¡~ {� �¤¡

~¡}¡ª��{§0�¡~ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª ¢©� }{�|©ª �¡~)}�0©ª

γk
(
rk,t, r

′
k,t

)
:=




αt ·

√(
r′k,t ·∆t

)2 − (rk,t ·∆t)2, r′k,t > rk,t,

0, r′k,t ≤ rk,t,
MXSWSVZN

'¤¡�¡ αt 0� �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡ {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tS

XSX k�{«¡'©�¦ ©¢ s©' h{�|©ª jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£

z¤0� �¡}�0©ª ~¡�}�0|¡� �¤¡ ¢�{«¡'©�¦ ©¢ §©' }{�|©ª ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£S z¤¡ ���{�¡£0¡�

©¢ }©ª�)«¡��T£¡ª¡�{�©�� {ª~ ¨©§0}­ «{¦¡� {�¡ {ª{§­�¡~ 0ª ©�~¡� �© «©~¡§ �¤¡ ¨�©}¡��

©¢ ª¡£©�0{�0©ª {ª~ �¡{}¤0ª£ {ª {£�¡¡«¡ª� |­ y�{}¦¡§|¡�£ £{«¡ �¤¡©�­S

XSXSV z¤¡ x©§¡ ©¢ h©ª�)«¡��

z¤¡ �©§¡ ©¢ }©ª�)«¡�� {0«� �© «0ª0«0�¡ �¤¡ ¡§¡}��0}0�­ |0§§� |­ ���{�¡£0}{§§­ ~¡}0~0ª£

�¤¡ }©ª�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)�� {ª~ �¡�¨©ª~0ª£ �© �¤¡ §©' }{�|©ª 0ª}¡ª�0(¡S z¤¡ }{�|©ª

¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ �0«¡R({�­0ª£ {ª~ �¡£0©ªR({�­0ª£ }©ª�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)�� }{ª |¡

��{}¡~ |­ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ hjk «©~¡§S g­ 0ª}©�¨©�{�0ª£ �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª

0ª�© �¤¡ ¡§¡}��0}0�­ |0§§� ¢©� 0ª~0(0~){§ }©ª�)«¡��Q ¨©§0}­ «{¦¡� }{ª ¢{}0§0�{�¡ �¤¡

�¡�¤{¨0ª£ ©¢ }©ª�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)�� 0ª { §©' }{�|©ª «{ªª¡� |­ ¡§0«0ª{�0ª£ �¤¡

¤0£¤R}{�|©ª �¡£0©ª� {ª~ �0«¡ ¨¡�0©~�S

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSXS k�{«¡'©�¦ ©¢ s©' h{�|©ª jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ ZX

z¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ¡§¡}��0}0�­ |0§§� }{ª |¡ «©~¡§§¡~ {�

fk (pk,t, rk,t) :=
∑

t∈T

[pk,t ·∆t · πt − γk (rk,t)] , MXSXSV[N

'¤¡�¡ fk (·) 0� �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ¡§¡}��0}0�­ |0§§� ©¢ }©ª�)«¡� kQ T 0� �¤¡

0ª~¡¬ �¡� ©¢ �}¤¡~)§0ª£ �0«¡Q {ª~ πt 0� �¤¡ �¡�{0§ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡ {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡

t }¤{�£¡~ |­ �¤¡ ¡§¡}��0}0�­ �)¨¨§0¡��S k©� �¤¡ �}¤¡~)§0ª£ 0ª�¡�({§ ©¢ USZ ¤Q '¡ ¤{(¡

M∆tQ|T |NbMUSZQY]NS

�¤¡ª }©ª�)«¡�� }¤{ª£¡ �¤¡0� }©ª�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)��Q �¤¡ ¨©'¡� §¡(¡§ ©¢ ¡{}¤

§©{~ �¤©)§~ |¡ �¡���0}�¡~ �© }¡��{0ª §0«0�� }©ª�0~¡�0ª£ �¤¡ §©{~ �­¨¡ {�

p«0ª
k ≤ pk,t ≤ p«{¬

k , MXSXSV\N

'¤¡�¡ p«0ª
k {ª~ p«{¬

k {�¡ �¤¡ «0ª0«)« {ª~ «{¬0«)« ¨©'¡� }©ª�)«¨�0©ª §¡(¡§� ©¢

§©{~ kQ �¡�¨¡}�0(¡§­S

z¤¡�¡¢©�¡Q �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ©¢ 0ª~0(0~){§ }©ª�)«¡�� 0� �© «0ª0«0�¡ �¤¡0� ¡§¡}��0}0�­

|0§§� '0�¤ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡� ©¢ �¤¡ ¨©'¡� }©ª�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)�� {ª~ }©��¡�¨©ª~0ª£

}{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡� {�

min
pk,t,rk,t

: fk (pk,t, rk,t) , MXSXSV]N

�S�S_ MXSWSVUNQ {ª~ MXSXSV\NS

x¡«{�¦ _ y0ª}¡ �¤0� }¤{¨�¡� ¢©})�¡� ©ª �¤¡ '¤©§¡ �SqS ¨©'¡� �­��¡«�Q 0ª ©�~¡�

�© �¡¨�¡�¡ª� �¤¡ �¡}¤ª0}{§ ¨�©¨¡��0¡� ©¢ ¨©'¡� �­��¡«� '¤0§�� �¡~)}0ª£ }©«¨§¡¬0�­Q

{ª ¡ª�¡«|§¡ ©¢ �¡£0©ª{§ §©{~� {�¡ «¡�£¡~ {� { }©ª�)«¡�S z¤¡ ~¡�{0§� ©¢ �0«¨§0<¡~

�­��¡«� '0§§ |¡ 0ª��©~)}¡~ 0ª }{�¡ ��)~0¡�S

XSXSW z¤¡ x©§¡ ©¢ l¡ª¡�{�©��

z¤¡ �©§¡ ©¢ £¡ª¡�{�©�� {0«� �© «{¬0«0�¡ �¤¡0� ¨�©<�� |­ ���{�¡£0}{§§­ ~0�¨{�}¤0ª£

¨©'¡� ©)�¨)�� {ª~ �¡�¨©ª~0ª£ �© �¤¡ }{�|©ª ¨�0}¡�S z¤¡ ¨�©<�� }{ª |¡ ~¡�}�0|¡~ {�

�¤¡ ~0;¡�¡ª}¡ |¡�'¡¡ª �¤¡ �¡(¡ª)¡ ©¢ �¡§§0ª£ ¡§¡}��0}0�­ �© �¤¡ '¤©§¡�{§¡ «{�¦¡�� {ª~

�¤¡ £¡ª¡�{�0ª£ }©���S f� ©ª¡ ©¢ �¤¡ £¡ª¡�{�0ª£ }©���Q �¤¡ }{�|©ª }©�� �){ª�0<¡� ¤©'

«)}¤ �¤¡ £¡ª¡�{�©�� ¨{­ ¢©� �¤¡ {§§©'{ª}¡ ©¢ ¨©§§)�{ª� ¡«0��0©ª�Q {ª~ 0� �)|¥¡}�

�© �¤¡ ({�0{�0©ª� ©¢ }{�|©ª ¨�0}¡�S g­ 0ª}©�¨©�{�0ª£ �¤¡ }{�|©ª ¨�0}¡� 0ª�© �¤¡

£¡ª¡�{�0ª£ }©���Q ¨©§0}­ «{¦¡� }{ª ¢{}0§0�{�¡ �¤¡ ¨©'¡� £¡ª¡�{�0©ª �© ��{ª�0� ¢�©«

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSXS k�{«¡'©�¦ ©¢ s©' h{�|©ª jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ ZY

)�0ª£ �¤¡ ¤0£¤ }{�|©ª �©)�}¡� �© )�0ª£ �¤¡ §©' }{�|©ª �©)�}¡�Q ¡S£S �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­

�©)�}¡�S

z© {ª{§­�¡ �¤¡ 0ª}¡ª�0(¡ ¡;¡}�� ©¢ }{�|©ª ¨�0}¡�Q �¤¡ }{�|©ª }©�� 0� �¡� {�0~¡ ¢�©«

�¤¡ ©¨¡�{�0ª£ }©���S z¤¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ }{�|©ª }©�� }{ª |¡ «©~¡§§¡~ {�

c}{�|©ª,i (ri,t) := ri,t ·∆t · π}{�|©ª,t, MXSXSV^N

'¤¡�¡ c}{�|©ª,i (·) 0� �¤¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ }{�|©ª }©�� ©¢ £¡ª¡�{�©� iQ {ª~ π}{�|©ª,t 0� �¤¡

}{�|©ª ¨�0}¡ {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tS

f¨{�� ¢�©« �¤¡ }{�|©ª }©��Q ©�¤¡� ©¨¡�{�0ª£ }©��� 0ª}§)~¡ }©��� ©¢ ©¨¡�{�0©ªQ

«{0ª�¡ª{ª}¡Q ¢)¡§Q {ª~ }{�|©ª }{¨�)�¡ {ª~ ��©�{£¡ �V[^� M}©��� ©¢ ¨�¡R~¡(¡§©¨«¡ª�Q

}©ª���)}�0©ªQ ~¡}©««0��0©ª0ª£Q {ª~ '{��¡ {�¡ ª©� }©ª�0~¡�¡~ 0ª ©)� ~­ª{«0} �}¤¡~)§R

0ª£ ¨�©|§¡«NS z¤¡ }©¡C}0¡ª�� ©¢ ©¨¡�{�0ª£ }©��� ¢©� ¡{}¤ ©¢ ¡ª¡�£­ �©)�}¡� {�¡ ¡({§R

){�¡~ |­ �¤¡ §¡(¡§0�¡~ }©��� ©¢ ¡§¡}��0}0�­ £¡ª¡�{�0©ª Msh©jN �V\U�S z¤¡ sh©j 0� {

~0�}©)ª�¡~ §0¢¡�0«¡ }©�� ©¢ { �¨¡}0<} £¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡Q {ª~ �){ª�0<¡~ |­ �¤¡ �{�0©

©¢ �¤¡ �©�{§ }©��� ©¢ { �©)�}¡ �© �¤¡ �©�{§ ¡¬¨¡}�¡~ {«©)ª� ©¢ ¡§¡}��0}0�­ £¡ª¡�{�0©ªS

s¡� δi ~¡ª©�¡ �¤¡ }©¡C}0¡ª� ©¢ �¤¡ �©�{§ ©¨¡�{�0ª£ }©��� ©¢ £¡ª¡�{�©� iS z¤¡ ¢)ª}�0©ª

©¢ ©¨¡�{�0ª£ }©��� }{ª |¡ «©~¡§§¡~ {�

ci (pi,t) := pi,t ·∆t · δi, MXSXSWUN

'¤¡�¡ ci (·) 0� �¤¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ©¨¡�{�0ª£ }©��� ©¢ £¡ª¡�{�©� i ¡¬}§)~0ª£ �¤¡ }{�|©ª

}©��S

z¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ¨�©<�� }{ª |¡ «©~¡§§¡~ {�

fi (pi,t, ri,t) :=
∑

t∈T

{pi,t ·∆t · π'�,t − [c}{�|©ª,i (ri,t) + ci (pi,t)]} , MXSXSWVN

'¤¡�¡ fi (·) 0� �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ¨�©<�� ©¢ £¡ª¡�{�©� iQ {ª~ π'�,t 0� �¤¡ '¤©§¡�{§¡

¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡ {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t ¨)�}¤{�¡~ |­ �¤¡ ¡§¡}��0}0�­ �)¨¨§0¡��S

�¤¡ª £¡ª¡�{�©�� }¤{ª£¡ �¤¡0� ¨©'¡� ©)�¨)��Q �¤¡ ©)�¨)� §¡(¡§ ©¢ ¡{}¤ £¡ª¡�{�©�

�¤©)§~ |¡ �¡���0}�¡~ �© }¡��{0ª §0«0�� }©ª�0~¡�0ª£ �¤¡ }{¨{}0�0¡� ©¢ £¡ª¡�{�©�� {�

p«0ª
i ≤ pi,t ≤ p«{¬

i , MXSXSWWN

'¤¡�¡ p«0ª
i {ª~ p«{¬

i {�¡ �¤¡ «0ª0«)« {ª~ «{¬0«)« ¨©'¡� £¡ª¡�{�0©ª §¡(¡§� ©¢

£¡ª¡�{�©� iQ �¡�¨¡}�0(¡§­S

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSXS k�{«¡'©�¦ ©¢ s©' h{�|©ª jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ ZZ

z¤¡�¡¢©�¡Q �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ©¢ 0ª~0(0~){§ £¡ª¡�{�©�� 0� �© «{¬0«0�¡ �¤¡0� ¨�©<��

'0�¤ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡� ©¢ ¨©'¡� £¡ª¡�{�0©ª ~0�¨{�}¤0ª£ {ª~ }©��¡�¨©ª~0ª£ }{�|©ª

¡«0��0©ª� �{�¡ {�

max
pi,t,ri,t

: fi (pi,t, ri,t) , MXSXSWXN

�S�S_ MXSWSVVNQ {ª~ MXSXSWWNS

XSXSX z¤¡ x©§¡ ©¢ �©§0}­ t{¦¡�

z¤¡ �©§¡ ©¢ ¨©§0}­ «{¦¡� {0«� �© «0�0£{�¡ �¤¡ �©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« ¨©'¡�

�­��¡«� {ª~ ¢{}0§0�{�¡ �¤¡ }{�|©ª �¡(¡ª)¡ ª¡)��{§0�­Q |­ ���{�¡£0}{§§­ {~¥)��0ª£ �¤¡

}{�|©ª ¨�0}¡� {ª~ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡�S f}}©�~0ª£ �© �¤¡ }{�|©ª ¢©©�¨�0ª�

�]Y�Q �¤¡ �©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ ¢�©« ¨©'¡� �­��¡«� ¡�){§� �© �¤¡ �©�{§ }{�|©ª

¡«0��0©ª� �{�¡ ©¢ £¡ª¡�{�©��Q {ª~ 0� �)|¥¡}� �© �¤¡ hjk }©ª�¡�({�0©ª {� {ª­ £0(¡ª

�0«¡ {�

∑

i∈I

ri,t =
∑

k∈K

rk,t +
∑

l∈L

rl,t = � ·
∑

i∈I

ri,t + (1− �) ·
∑

i∈I

ri,t, MXSXSWYN

'¤¡�¡ rl,t 0� �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ }{)�¡~ |­ �¤¡ ��{ª�«0��0©ª §©�� ©¢ §0ª¡ l ∈ LQ

{ª~ � 0� �¤¡ �{�0© ©¢ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« }©ª�)«¨�0©ª �0~¡ �© �©�{§ }{�|©ª

¡«0��0©ª�S

z¤�©)£¤ �©§(0ª£ �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª� ©¢ }©ª�)«¡�� {ª~ £¡ª¡�{�©��Q �¤¡ ©¨�0«{§

}{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡� ©¢ ¡{}¤ §©{~ k {ª~ £¡ª¡�{�©� i {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tQ ~¡ª©�¡~

{� r∗k,t {ª~ r∗i,tQ �¡�¨¡}�0(¡§­Q }{ª |¡ ©|�{0ª¡~ |­ �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡�S z¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡�

�)|�¡�)¡ª�§­ {~¥)��� �¤¡ }{�|©ª ¨�0}¡� {ª~ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡� �© {|{�¡

�¤¡ �©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ ©¢ £¡ª¡�{�©�� |­ ∆rtS f}}©�~0ª£ �© MXSXSWYNQ �¤¡ �©�{§

}{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ ©¢ }©ª�)«¡�� '©)§~ |¡ {|{�¡~ |­ (� ·∆rt) }©��¡�¨©ª~0ª£§­S

k0���§­Q ¢�©« �¤¡ ¡}©ª©«0} ¨¡��¨¡}�0(¡Q �¤¡ }{�|©ª �¡(¡ª)¡ ª¡)��{§0�­ ~¡<ª¡� �¤{�

�¤¡ �¡(¡ª)¡ ¢�©« §©' }{�|©ª ¨©§0}­ �¤©)§~ |¡ �¡~0���0|)�¡~ 0ª { «{ªª¡� ©¢ «©ª¡�{�­

0ª}¡ª�0(¡ �V\V�S nª ©)� �¡�¡{�}¤Q �¤0� «¡{ª� �¤{� �¤¡ ~0;¡�¡ª}¡ |¡�'¡¡ª �¤¡ �¡(¡ª)¡

©¢ �¡§§0ª£ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ �© £¡ª¡�{�©�� {ª~ �¤¡ }©�� ©¢ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �©

}©ª�)«¡�� �¤©)§~ |¡ ¡§0«0ª{�¡~S m¡ª}¡Q �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ }{�|©ª �¡(¡ª)¡

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSXS k�{«¡'©�¦ ©¢ s©' h{�|©ª jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ Z[

ª¡)��{§0�­ }{ª |¡ «©~¡§§¡~ {�

fn (π}{�|©ª,t, αt,∆rt,∆rk,t) :=
∑

t∈T

{∑

i∈I

c}{�|©ª,i
(
r∗i,t −∆rt

)
−
∑

k∈K

γk
(
r∗k,t −∆rk,t, r

∗
k,t

)
}
,

MXSXSWZN

'¤¡�¡ fn (·) 0� �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ }{�|©ª �¡(¡ª)¡ ª¡)��{§0�­Q fn > 0Q ∆rt 0� �¤¡

{«©)ª� ©¢ {|{�¡«¡ª� ¢©� �¤¡ �©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ ©¢ £¡ª¡�{�©�� {� �}¤¡~)§0ª£

�0«¡ tQ {ª~ ∆rk,t 0� �¤¡ {«©)ª� ©¢ {|{�¡«¡ª� ¢©� �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ ©¢ §©{~

k {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tS

z¤¡�¡ {�¡ }©ª���{0ª�� '¤¡ª �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡� ~¡}0~¡� �¤¡ }{�|©ª ¨�0}¡�Q «©ª¡�{�­

}©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡�Q {ª~ �¤¡ {«©)ª� ©¢ {|{�¡«¡ª� ¢©� �¤¡ �©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª�

�{�¡� ©¢ £¡ª¡�{�©�� {�

π«0ª
}{�|©ª ≤ π}{�|©ª,t ≤ π«{¬

}{�|©ª, MXSXSW[N

α«0ª ≤ αt ≤ α«{¬, MXSXSW\N

∆r«0ª ≤ ∆rt ≤ ∆r«{¬, MXSXSW]N

'¤¡�¡ π«0ª
}{�|©ª {ª~ π«{¬

}{�|©ª {�¡ �¤¡ «0ª0«)« {ª~ «{¬0«)« §¡(¡§� ©¢ }{�|©ª ¨�0}¡�Q

�¡�¨¡}�0(¡§­Q α«0ª {ª~ α«{¬ {�¡ �¤¡ «0ª0«)« {ª~ «{¬0«)« §¡(¡§� ©¢ «©ª¡�{�­ }©«R

¨¡ª�{�0©ª �{�¡�Q �¡�¨¡}�0(¡§­Q {ª~ ∆r«0ª {ª~ ∆r«{¬ {�¡ �¤¡ «0ª0«)« {ª~ «{¬0«)«

§¡(¡§� ©¢ {|{�¡«¡ª� ¢©� �¤¡ �©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡Q �¡�¨¡}�0(¡§­S

x¡«{�¦ _ z¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡ ∆rt �{�£¡�� ©ª �¤¡ ©(¡�{§§ }{�|©ª ¡«0��0©ª�Q 0ªR

��¡{~ ©¢ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ©¢ ¡{}¤ £¡ª¡�{�©�S z¤0� ~¡�0£ª ¢{}0§0�{�¡� �¤¡ £¡ª¡�{�©��

'0�¤ §©' }{�|©ª �©)�}¡� �© �¡¨§{}¡ �¤¡ £¡ª¡�{�©�� '0�¤ ¤0£¤ }{�|©ª �©)�}¡�Q �© {� �©

{}¤0¡(¡ ©(¡�{§§ }{�|©ª �¡~)}�0©ªS vª �¤¡ }©ª��{�­Q ~)¡ �© �¤¡ ~¡�0£ª ©¢ ~¡}¡ª��{§0�¡~

}{�|©ª 0ª}¡ª�0(¡ «¡}¤{ª0�« MXSWSVZNQ ¢©� �¤¡ �{«¡ {«©)ª� ©¢ }{�|©ª {|{�¡«¡ª�Q �¤¡

�¡}¡0(¡~ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª '©)§~ |¡ ~0;¡�¡ª� ¢©� }©ª�)«¡�� {� ({�0©)� }{�|©ª

¡«0��0©ª� §¡(¡§�S m¡ª}¡Q �¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡ ∆rk,t �{�£¡�� ©ª �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª�

©¢ ¡{}¤ §©{~Q {ª~ 0� �)|¥¡}� �© �¤¡ ¢©§§©'0ª£ }©ª���{0ª�

∑

k∈K

∆rk,t = � ·∆rt. MXSXSW^N

y¡}©ª~§­Q ¢�©« �¤¡ ¡ª(0�©ª«¡ª�{§ ¨¡��¨¡}�0(¡Q �¤¡ ¨©§0}­ «{�¦¡� �¤©)§~ {|{�¡

�¤¡ �©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« ¨©'¡� �­��¡«�S z¤¡ �©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{ª |¡

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSYS y©§)�0©ª ©¢ l{«¡Rz¤¡©�¡�0} ��©|§¡« Z\

«©~¡§§¡~ {�

fc (∆rt) :=
∑

t∈T

(∑

i∈I

r∗i,t −∆rt

)
·∆t, MXSXSXUN

'¤¡�¡ fc (·) 0� �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ �©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª�S

z¤¡�¡¢©�¡Q �¤¡ ©|¥¡}�0(¡� ©¢ ¨©§0}­ «{�¦¡� {�¡ �© {}¤0¡(¡ }{�|©ª �¡(¡ª)¡ ª¡)R

��{§0�­Q {ª~ «0ª0«0�¡ �¤¡ �©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« ¨©'¡� �­��¡«�Q '0�¤ ~¡}0�0©ª

({�0{|§¡� ©¢ }{�|©ª ¨�0}¡�Q «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡�Q {ª~ �¤¡ {«©)ª� ©¢ }{�|©ª

{|{�¡«¡ª� ©¢ £¡ª¡�{�©�� {ª~ ¡{}¤ §©{~Q '¤0}¤ §¡{~� �© { «)§�0©|¥¡}�0(¡ ©¨�0«0�{�0©ª

¨�©|§¡« Mtv�N {�

min
π}{�|©ª,t,αt,

∆rt,∆rk,t

: {fn (π}{�|©ª,t, αt,∆rt,∆rk,t) , fc (∆rt)} , MXSXSXVN

�S�S_ MXSXSW[NQ MXSXSW\NQ MXSXSW]NQ {ª~ MXSXSW^NS

XSY y©§)�0©ª ©¢ l{«¡Rz¤¡©�¡�0} ��©|§¡«

nª �¤0� �¡}�0©ªQ �¤¡ y�{}¦¡§|¡�£ £{«¡R�¤¡©�¡�0} ¨�©|§¡« 0� ¢©�«)§{�¡~S z¤�©)£¤

{ª{§­�0ª£ �¤¡ {¨¨�©{}¤¡� ©¢ �©§(0ª£ �¤0� ¨�©|§¡«Q {ª {§£©�0�¤« 0� ~¡(¡§©¨¡~ |{�¡~

©ª �¤¡ |{�0} ���)}�)�¡� ©¢ {��0<}0{§ 0««)ª¡ �­��¡«S

XSYSV ��©|§¡« k©�«)§{�0©ª

nª �¤¡ ¨�©¨©�¡~ ¢�{«¡'©�¦Q �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡� {}�� {� { §¡{~¡� �© ¢©�«)§{�¡ �¤¡

���{�¡£0¡� ©¢ }{�|©ª ¨�0}¡� {ª~ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡�S g­ }©ª��{��Q |K|

}©ª�)«¡�� {ª~ |I| £¡ª¡�{�©�� {}� {� ¢©§§©'¡�� �© ~¡}0~¡ �¤¡ £¡ª¡�{�0©ªQ }©ª�)«¨�0©ª

{ª~ }©��¡�¨©ª~0ª£ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡� {� �¡�¨©ª~0ª£ ���{�¡£0¡� �© �¤¡ §¡{~¡�S

z¤0� §¡{~� �© { V R §¡{~¡�Q (|K|+ |I|) R ¢©§§©'¡� y�{}¦¡§|¡�£ £{«¡R�¤¡©�¡�0} ¨�©|§¡«S

z¤¡ ¨�©}¡~)�¡ ©¢ �¤¡ y�{}¦¡§|¡�£ £{«¡ |¡�'¡¡ª §¡{~¡� {ª~ ¢©§§©'¡�� 0� {� ¢©§§©'�

y�¡¨ V _ z¤¡ ¨©§0}­ «{�¦¡� 0ª0�0{§0�¡� 0�� ���{�¡£0¡� {�

π}{�|©ª,t = π«0ª
}{�|©ª, αt = α«0ª. MXSYSXWN

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSYS y©§)�0©ª ©¢ l{«¡Rz¤¡©�¡�0} ��©|§¡« Z]

y�¡¨ W _ �0�¤ �¤¡ ¨©§0}­ «{�¦¡�L� ���{�¡£0¡�Q �¤¡ }©ª�)«¡�� {ª~ £¡ª¡�{�©�� ~¡}0~¡

�¤¡0� �¡�¨©ª~0ª£ ���{�¡£0¡� �¤�©)£¤ �©§(0ª£ �¤¡0� ©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|§¡«� {�

{
p∗k,t, r

∗
k,t

}
= arg min

pk,t,rk,t
: fk (pk,t, rk,t) |αt=α«0ª MXSYSXXN

�S�S_ MXSWSVUNQ {ª~ MXSXSV\NQ

{
p∗i,t, r

∗
i,t

}
= arg min

pi,t,ri,t
: −fi (pi,t, ri,t) |π}{�|©ª,t=π«0ª

}{�|©ª
, MXSYSXYN

�S�S_ MXSWSVVNQ {ª~ MXSXSWWNS

y�¡¨ X _ f¢�¡� {§§ �¤¡ £¡ª¡�{�©�� {ª~ }©ª�)«¡�� �)|«0� �¤¡0� �}¤¡~)§¡~ ¨©'¡�

£¡ª¡�{�0©ª {ª~ }©ª�)«¨�0©ªQ �¤¡ ¨©'¡� �­��¡« ©¨¡�{�©� ¨¡�¢©�«� �¤¡ ¨©'¡� B©'

{ª{§­�0� )ª~¡� �¤¡ �­��¡« }©ª���{0ª�� �© «{0ª�{0ª �¤¡ ©¨¡�{�0©ª{§ �¡})�0�­ ©¢ �¤¡

¨©'¡� �­��¡«�S z¤¡ �­��¡« }©ª���{0ª�� 0ª}§)~¡ ¨©'¡� |{§{ª}¡ }©ª���{0ª�Q (©§�{£¡

§0«0��Q {¨¨{�¡ª� ¨©'¡� §0«0��Q §0ª¡ B©' §0«0��Q �¤¡�«{§ §0«0��Q {ª~ (©§�{£¡ {ª£§¡

§0«0�� '0�¤ ~¡�{0§� {� ��)~0¡~ 0ª �V\W�S

y�¡¨ Y _ �0�¤ �¤¡ �¡�¨©ª~0ª£ ���{�¡£0¡� ©¢ �¤¡ £¡ª¡�{�©�� {ª~ }©ª�)«¡��Q �¤¡

¨©§0}­ «{�¦¡� {~¥)��� 0�� ���{�¡£0¡� �¤�©)£¤ �©§(0ª£ 0�� ©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|§¡«� {�

{
π∗
}{�|©ª,t, α

∗
t ,∆r∗t ,∆r∗k,t

}
= argmin

π}{�|©ª,t,αt,

∆rt,∆rk,t

: {fn (π}{�|©ª,t, αt,∆rt,∆rk,t) , fc (∆rt)} ,

MXSYSXZN

�S�S_ MXSXSW[NQ MXSXSW\NQ MXSXSW]NQ {ª~ MXSXSW^NS

y�¡¨ Z _ z¤¡ ¨©§0}­ «{�¦¡� )¨~{�¡� 0�� ���{�¡£0¡� {�

π}{�|©ª,t = π∗
}{�|©ª,t, αt = α∗

t . MXSYSX[N

�0�¤ �¤¡ )¨~{�¡~ ¨©§0}­ «{�¦¡�L� ���{�¡£0¡�Q �¤¡ }©ª�)«¡�� {ª~ £¡ª¡�{�©��

}¤{ª£¡ �¤¡0� �¡�¨©ª~0ª£ ���{�¡£0¡� �¤�©)£¤ �©§(0ª£ �¤¡0� ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª�S z¤¡

0�¡�{�0©ª }©ª�0ª)¡� )ª�0§ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« ¨©'¡� �­��¡«� «¡¡� �¤¡ ¨©§0}­

«{�¦¡�L� �{�£¡� ©¢ }{�|©ª {|{�¡«¡ª� M∆r∗t = ∆r∗k,t = 0NQ ©� �¤¡ «{¬0«)« ª)«|¡�

©¢ 0�¡�{�0©ª ¢©� ª¡£©�0{�0©ª |¡�'¡¡ª �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡� {ª~ }©ª�)«¡��T£¡ª¡�{�©�� 0�

�¡{}¤¡~ Mι = ι«{¬Q '¤¡�¡ ι 0� �¤¡ ª)«|¡� ©¢ 0�¡�{�0©ªQ {ª~ ι«{¬ 0� �¤¡ «{¬0«)«

ª)«|¡� ©¢ 0�¡�{�0©ªNS z¤0� ��¡¨ 0ª~0}{�¡� �¤¡ ��©¨¨0ª£ }�0�¡�0{ ©¢ �¤¡ y�{}¦¡§|¡�£

£{«¡ {�

∆r∗t = ∆r∗k,t = 0, ©� ι = ι«{¬. MXSYSX\N

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSYS y©§)�0©ª ©¢ l{«¡Rz¤¡©�¡�0} ��©|§¡« Z^

z¤¡ ©)�¨)�� {�¡ <ª{§ ©¨�0«{§ �}¤¡~)§0ª£ ~¡}0�0©ª� π∗
}{�|©ª,t, α

∗
t , p

∗
k,t, r

∗
k,t, p

∗
i,tQ {ª~ r∗i,tS

z¤¡ B©'}¤{�� ©¢ �¤¡ y�{}¦¡§|¡�£ £{«¡ |¡�'¡¡ª §¡{~¡� {ª~ ¢©§§©'¡�� 0� ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª

k0£S XSXS

k0£)�¡ XSX_ k§©'}¤{�� ©¢ �¤¡ y�{}¦¡§|¡�£ £{«¡ |¡�'¡¡ª §¡{~¡� {ª~ ¢©§§©'¡��S

XSYSW y©§)�0©ª fª{§­�0�

z© <ª~ ©¨�0«{§ �©§)�0©ª� ¢©� |©�¤ �¤¡ §¡{~¡� {ª~ ¢©§§©'¡��L ¨�©|§¡«� {� {ª {£�¡¡«¡ª�

©¢ ª¡£©�0{�0©ªQ �¤¡ ~¡�¡�«0ª0��0} {¨¨�©{}¤¡�Q �)}¤ {� £�{~0¡ª� |{�¡~ {§£©�0�¤«� {ª~

ª©ªR§0ª¡{� ¨�©£�{««0ª£Q {�¡ §0{|§¡ �© ­0¡§~ �)|R©¨�0«{§ �©§)�0©ª� ¢©� �¤¡ ¢©§§©'0ª£

�¡{�©ª�_

¼ z¤¡ ¨0¡}¡'0�¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª MXSWSVZN �¡�)§�� 0ª �¤¡ ©|R

¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ }©ª�)«¡�� �© |¡ { ª©ªR§0ª¡{� {ª~ ª©ªR}©ª(¡¬ ¢)ª}�0©ªS

¼ z¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡� {�¡ ~0�¨�©¨©��0©ª{§ �© �¤¡ ¨©'¡� ©)�¨)�� ~)¡ �©

�¤¡ ~­ª{«0} }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡�Q �¡�)§�0ª£ 0ª �¤¡ ª©ªR§0ª¡{� ¢)ª}�0©ª

©¢ }{�|©ª }©��� {ª~ �¤)� �¤¡ ª©ªR§0ª¡{� ¢)ª}�0©ª ©¢ ¨�©<��S

¼ z¤¡ {¨¨�©{}¤ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ��{}0ª£ }{)�¡� �¤¡ ¢¡{�0|§¡ �{ª£¡ ©¢ }{�|©ª

¡«0��0©ª� �{�¡� �© |¡ { ~0�}�¡�¡ �¨{}¡S

z© ©(¡�}©«¡ �¤¡�¡ }¤{§§¡ª£¡�Q ©)� �¡�¡{�}¤ ~¡(¡§©¨� {ª 0ª�¡§§0£¡ª� {§£©�0�¤« |{�¡~

©ª �¤¡ |{�0} ���)}�)�¡ ©¢ {��0<}0{§ 0««)ª¡ �­��¡« �© �¡{�}¤ �¤¡ ¡ª�0�¡ ¢¡{�0|§¡ �¨{}¡

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSYS y©§)�0©ª ©¢ l{«¡Rz¤¡©�¡�0} ��©|§¡« [U

©¢ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡� ¢©� <ª~0ª£ �¤¡ £§©|{§ ©¨�0«{§ �©§)�0©ª�S l0(¡ª �¤{� �¤¡ ¢©§R

§©'¡�� ©¢ 0ª~0(0~){§ }©ª�)«¡��T£¡ª¡�{�©�� ©¨�0«0�¡ �¤¡0� ©'ª ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª�

�¡¨{�{�¡§­ {ª~ �0«)§�{ª¡©)�§­Q �¤¡ ¢©§§©'¡�� ~0���0|)�¡~ 0««)ª¡ {§£©�0�¤« MkinfN

0� ~¡(¡§©¨¡~S k©� �¤¡ tv� ©¢ �¤¡ §¡{~¡�Q �¤¡ §¡{~¡� «)§�0©|¥¡}�0(¡ 0««)ª¡ {§£©R

�0�¤« MstnfN 0� ~¡(¡§©¨¡~ �© <ª~ �¤¡ ��{~¡R©; |¡�'¡¡ª §¡{~¡�L� ©|¥¡}�0(¡�S

XSYSX f§£©�0�¤«�

��0ª£ �¤¡ ¡�){§0�­ }©ª���{0ª�� MXSWSVUN {ª~ MXSWSVVNQ �¤¡ ¢©§§©'¡��L ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡�

rk,t {ª~ ri,t }{ª |¡ �)|��0�)�¡~ |­ pk,t {ª~ pi,tQ {ª~ �¤¡�¡ ¡�){§0�­ }©ª���{0ª�� }{ª

|¡ ¡§0«0ª{�¡~S fª{§©£©)�§­Q )�0ª£ ¡�){§0�­ }©ª���{0ª� MXSXSW^NQ �¤¡ §¡{~¡�L � ~¡}0R

�0©ª ({�0{|§¡ ∆rt }{ª |¡ �)|��0�)�¡~ |­ ∆rk,tQ {ª~ �¤0� ¡�){§0�­ }©ª���{0ª� }{ª |¡

¡§0«0ª{�¡~S

z© ¢{}0§0�{�¡ �¤¡ ~0�})��0©ª� ©¢ {§£©�0�¤«�Q <���Q ~¡<ª¡ (¡}�©�R({§)¡~ ~¡}0�0©ª

({�0{|§¡� {ª~ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª� {� ¢©§§©'�

p¢©§§©'¡� = [pi,t, pk,t|i = 1, ..., |I| , k = 1, ..., |K| , t = 1, ..., |T |] , MXSYSX]N

p§¡{~¡� = [π}{�|©ª,t, αt,∆rk,t|k = 1, ..., |K| , t = 1, ..., |T |] , MXSYSX^N

f¢©§§©'¡� = [−fi (pi,t) , fk (pk,t) |i = 1, ..., |I| , k = 1, ..., |K|] , MXSYSYUN

f§¡{~¡� = [fn (π}{�|©ª,t, αt,∆rk,t) , fc (∆rk,t)] , MXSYSYVN

'¤¡�¡ p¢©§§©'¡� 0� { [(|K|+ |I|)× |T |]R�0®¡ �©' (¡}�©� �© ~¡ª©�¡ �¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0R

{|§¡� ©¢ ¢©§§©'¡��Q p§¡{~¡� 0� { [(|K|+ 2)× |T |]R�0®¡ �©' (¡}�©� �© ~¡ª©�¡ �¤¡ ~¡}0�0©ª

({�0{|§¡� ©¢ �¤¡ §¡{~¡�Q f¢©§§©'¡� 0� { (|K|+ |I|)R�0®¡ �©' (¡}�©� �© ~¡ª©�¡ �¤¡ ©|¥¡}R

�0(¡ ¢)ª}�0©ª� ©¢ ¢©§§©'¡��Q {ª~ f§¡{~¡� 0� { WR�0®¡ �©' (¡}�©� �© ~¡ª©�¡ �¤¡ ©|¥¡}�0(¡

¢)ª}�0©ª� ©¢ �¤¡ §¡{~¡�S f~~0�0©ª{§§­Q �¤¡ §©'¡� |©)ª~� {ª~ )¨¨¡� |©)ª~� ©¢ �¤¡

~¡}0�0©ª ({�0{|§¡� ©¢ ¢©§§©'¡�� {� ~¡�}�0|¡~ 0ª MXSXSV\N {ª~ MXSXSWWN {�¡ ~¡ª©�¡~ |­

(¡}�©�� p
¢©§§©'¡�

{ª~ p¢©§§©'¡�Q �¡�¨¡}�0(¡§­S z¤¡ §©'¡� |©)ª~� {ª~ )¨¨¡� |©)ª~� ©¢

�¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡� ©¢ �¤¡ §¡{~¡� {� ~¡�}�0|¡~ 0ª MXSXSW[NQ MXSXSW\NQ {ª~ MXSXSW]N

{�¡ ~¡ª©�¡~ |­ (¡}�©�� p
§¡{~¡�

{ª~ p§¡{~¡�Q �¡�¨¡}�0(¡§­S

u¡¬�Q �¤¡ ~¡<ª0�0©ª� '0�¤ �¡�¨¡}� �© �¤¡ {��0<}0{§ 0««)ª¡ �­��¡« �V\X� {ª~

�{�¡�© ©¨�0«{§0�­ �V\Y� {�¡ 0ª��©~)}¡~ {� ¢©§§©'�

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSYS y©§)�0©ª ©¢ l{«¡Rz¤¡©�¡�0} ��©|§¡« [V

¼ i¡<ª0�0©ª V Mfª�0£¡ªRfª�0|©~­N_ f �{ª~©« (¡}�©� p 0ª �¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡

�¨{}¡
[
p,p

]
0� �¡�«¡~ {� {ª {ª�0£¡ªS z¤¡ }©��¡�¨©ª~0ª£ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª

f (p) 0� �¡�«¡~ {� {ª {ª�0|©~­S f§§ (¡}�©�� £¡ª¡�{�¡~ ¢�©« �¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡

�¨{}¡ ¢©�« {ª {ª�0£¡ª ¨©¨)§{�0©ª {�

A =
{
p1, ...,p|A|

}
, MXSYSYWN

'¤¡�¡ A 0� �¤¡ �¡� ©¢ {ª�0£¡ª ¨©¨)§{�0©ªQ {ª~ |A| 0� �¤¡ ª)«|¡� ©¢ {ª�0£¡ª� 0ª

�¤0� ¨©¨)§{�0©ªS

¼ i¡<ª0�0©ª W Mh§©ª¡ {ª~ t)�{�0©ªN_ z¤¡ }§©ª{§ ¨�©}¡�� ¡ª{|§¡� «©�¡ {ª�0£¡ª�

�© |¡ �¡¨�©~)}¡~ ©(¡� �¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡ �¨{}¡
[
p,p

]
S z¤�©)£¤ ¨�¡�¡�(0ª£

�¤¡ ~0(¡��0�­ ©¢ {ª�0£¡ª�Q �¤¡ ¡ª�0�¡ ¢¡{�0|§¡ �¨{}¡ ©¢ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡� }{ª |¡

�¡{�}¤¡~ �© ¡ª�)�¡ �¤¡ £§©|{§ ©¨�0«{§ �©§)�0©ªS z¤¡ {«©)ª� ©¢ �¡¨�©~)}¡~

{ª�0£¡ª� }{ª |¡ ~¡�}�0|¡~ |­ }§©ª{§ �{�¡ {�

rc :=

⌊
|A«{¬|
|A|

⌋
, MXSYSYXN

'¤¡�¡ rc 0� �¤¡ }§©ª{§ �{�¡Q |A«{¬| 0� �¤¡ «{¬0«)« ª)«|¡� ©¢ {ª�0£¡ª� 0ª

�¤¡ ¨©¨)§{�0©ªQ {ª~ �·� 0� �¤¡ B©©� ¢)ª}�0©ªS m¡ª}¡Q ¡{}¤ ©�0£0ª{§ {ª�0£¡ª 0ª

MXSYSYWN 0� }§©ª¡~ |­ (rc − 1) {ª�0£¡ª� �¤�©)£¤ �¤¡ «)�{�0©ª ¨�©}¡�� �© ¢©�«

�¤¡ �¡� ©¢ }§©ª{§ {ª�0£¡ª ¨©¨)§{�0©ª {�

Ac =
{
p1
1, ...,p

rc−1
1 , ...,p1

|A|, ...,p
rc−1
|A|

}
, MXSYSYYN

'¤¡�¡ Ac 0� �¤¡ �¡� ©¢ }§©ª{§ {ª�0£¡ª ¨©¨)§{�0©ªQ 0ª '¤0}¤ ¡{}¤ «)�{ª� }{ª |¡

}{§})§{�¡~ {�_ ϑ · p + (1− ϑ) · p′Q '¤¡�¡ ϑ ∈ [0, 1] 0� { �{ª~©« ª)«|¡�Q {ª~

p′ 0� { �{ª~©« (¡}�©� 0ª �¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡ �¨{}¡
[
p,p

]
S z¤�©)£¤ �¤¡ }§©ª¡

{ª~ «)�{�0©ª ¨�©}¡��Q �¤¡ {ª�0£¡ª ¨©¨)§{�0©ª |¡}©«¡� A«{¬ = A ∪AcS

¼ i¡<ª0�0©ª X M�{�¡�© i©«0ª{ª}¡N_ f (¡}�©� ©¢ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª f (pa) ~©«0R

ª{�¡� {ª©�¤¡� (¡}�©� ©¢ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª f (pb) 0ª �¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡ �¨{}¡

pa,pb ∈
[
p,p

]
Q ~¡ª©�¡~ {� f (pa) � f (pb)Q 0¢ f(pa) ≤ f(pb)Q ∀f(pa) ∈ f (pa)Q

f(pb) ∈ f (pb) ¤©§~� ��)¡ {ª~ {� §¡{�� ©ª¡ 0ª¡�){§0�­ 0� ���0}�S z¤¡ (¡}�©� f (pb)

0� �¡�«¡~ {� ~©«0ª{�¡~ {ª�0|©~­S

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSYS y©§)�0©ª ©¢ l{«¡Rz¤¡©�¡�0} ��©|§¡« [W

¼ i¡<ª0�0©ª Y M�{�¡�© v¨�0«{§ y©§)�0©ªN_ f (¡}�©� ©¢ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡ p∗ ∈
[
p,p

]
0� { �{�¡�© ©¨�0«{§ �©§)�0©ªQ 0¢ 0�� ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª f (p) ~©«0ª{�¡� {§§

©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª� ©¢ {ª­ ©�¤¡� ¢¡{�0|§¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡� 0ª
[
p,p

]
S

¼ i¡<ª0�0©ª Z M�{�¡�© v¨�0«{§ y¡� {ª~ �{�¡�© k�©ª�0¡�N_ z¤¡ �¡� ©¢ {§§ �{�¡�©

©¨�0«{§ �©§)�0©ª� 0� �¡�«¡~ {� �¤¡ �{�¡�© ©¨�0«{§ �¡�Q ~¡ª©�¡~ {� P = {p∗}S

z¤¡ £�{¨¤0}{§ ¨�¡�¡ª�{�0©ª ©¢ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª� ©¢ �¤¡ �{�¡�© ©¨�0«{§ �©§)R

�0©ª� 0ª �¤¡ �{�¡�© ©¨�0«{§ �¡� 0� �¡�«¡~ {� �¤¡ �{�¡�© ¢�©ª�0¡�S

k0£)�¡ XSY_ y}¤¡«{�0} 0§§)���{�0©ª ©¢ �¤¡ �{�¡�© ~©«0ª{ª}¡ {ª~ �{�¡�© ¢�©ª�0¡�S z¤¡

¨�©|§¡« �¡¡¦� ¢©� «0ª0«0�{�0©ª ©¢ �'© ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª�S �©0ª� b 0� ~©«0ª{�¡~ |­

¨©0ª�� a {ª~ cS

f �}¤¡«{�0} 0§§)���{�0©ª ©¢ �¤¡ �{�¡�© ~©«0ª{ª}¡ {ª~ �{�¡�© ¢�©ª�0¡� ¢©� { «0ªR

0«0�{�0©ª ¨�©|§¡« 0� ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª k0£S XSYS �©0ª� b 0� { ~©«0ª{�¡~ {ª�0|©~­Q '¤¡�¡{�

¨©0ª�� a {ª~ c {�¡ ª©ªR~©«0ª{�¡~ {ª�0|©~0¡�S �ª~¡� �¤¡ �{«¡ ({§)¡ ©¢ f1 (p)Q ¨©0ª� a

¨�©(0~¡� { �«{§§¡� ({§)¡ ©¢ f2 (p) �¤{ª ¨©0ª� bS fª{§©£©)�§­Q )ª~¡� �¤¡ �{«¡ ({§)¡ ©¢

f2 (p)Q ¨©0ª� c ¨�©(0~¡� { �«{§§¡� ({§)¡ ©¢ f1 (p) �¤{ª ¨©0ª� bS f§§ �¤¡ ª©ªR~©«0ª{�¡~

{ª�0|©~0¡� ¢©�« �¤¡ �{�¡�© ¢�©ª�0¡�S

z¤¡ ¨�©¨©�¡~ {§£©�0�¤« 0� ¨¡�¢©�«¡~ ©(¡� �¤¡ ¡ª�0�¡ �}¤¡~)§0ª£ ¤©�0®©ª |T | ¢©�

�¤¡ ¢©§§©'0ª£ ~{­S i)�0ª£ �¤¡ ©¨¡�{�0©ª ©¢ �¤¡ {��0<}0{§ 0««)ª¡ {§£©�0�¤«Q �¤¡

{ª�0£¡ª� {�¡ �{ª~©«§­ £¡ª¡�{�¡~ {ª~ }§©ª¡~ �© ¡¬¨§©�¡ �¤¡ ¡ª�0�¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡

�¨{}¡S nª ¡{}¤ 0�¡�{�0©ªQ �¤¡ ~©«0ª{�¡~ {ª�0£¡ªR{ª�0|©~­ ¨{0�� {�¡ �¡«©(¡~ �© ¦¡¡¨

�¤¡ ª©ªR~©«0ª{�¡~ ©ª¡�S �ª�0§ �¤¡ 0�¡�{�0©ª ¡ª~�Q �¤¡ {ª�0£¡ª� ©¢ {§§ ª©ªR~©«0ª{�¡~

{ª�0|©~0¡� ¢©�« �¤¡ ©¨�0«{§ �©§)�0©ªS z¤¡ �¡�)§�� ©¢ ¡{}¤ £¡ª¡�{�©�T}©ª�)«¡� �¡�(¡

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSZS h{�¡ ��)~0¡� [X

{� �¤¡ |¡�� �©§)�0©ª �¤{� «{¬0«0�¡�T«0ª0«0�¡� 0�� ¨�©<��T¡§¡}��0}0�­ |0§§�Q '¤¡�¡{�

�¤¡ �¡�)§�� ©¢ �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡� �¡�(¡ {� { �¡� ©¢ �{�¡�© ©¨�0«{§ �©§)�0©ª� 0ª �¤¡ �{�¡�©

¢�©ª�0¡� �¤{� {}¤0¡(¡� { ��{~¡R©; |¡�'¡¡ª �¤¡ }{�|©ª �¡(¡ª)¡ ª¡)��{§0�­ {ª~ }{�|©ª

¡«0��0©ª� �¡~)}�0©ªS s¡� ιkinf {ª~ ιstnf ~¡ª©�¡ �¤¡ ª©«0ª{§ ª)«|¡�� ©¢ 0�¡�{�0©ª�

©¢ �¤¡ kinf {ª~ stnfQ �¡�¨¡}�0(¡§­Q {ª~ ι«{¬kinf {ª~ ι«{¬stnf ~¡ª©�¡ �¤¡ }©��¡�¨©ª~0ª£

«{¬0«)« ª)«|¡�� ©¢ 0�¡�{�0©ª�S z¤¡ ¨�¡)~©}©~¡ }©~¡ ©¢ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ kinfRstnf

0� �¤©'ª 0ª f§£©�0�¤« VS

XSZ h{�¡ ��)~0¡�

nª �¤0� �¡}�0©ªQ }{�¡ ��)~0¡� ¤{(¡ |¡¡ª }©ª~)}�¡~ �© ¡({§){�¡ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ «©~¡§

{ª~ {§£©�0�¤«� ©ª �¤¡ }©ª�¡¬� ©¢ �¤¡ �SqS ¨©'¡� �­��¡«� {ª~ ¡ª¡�£­ «{�¦¡�S z¤¡

¨¡�¢©�«{ª}¡� ©¢ §©' }{�|©ª ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£ )ª~¡� ({�0©)� ¨©§0}0¡� {�¡ ¡¬{«0ª¡~

�© ­0¡§~ {ª {¨¨�©¨�0{�¡ ¨©§0}­ ~¡�0£ªS

XSZSV y0«)§{�0©ª y¡�)¨ {ª~ i{�{ f({0§{|0§0�­

z¤¡ ¨�©¨©�¡~ kinfRstnf 0� '�0��¡ª 0ª �¤¡ tfzsfg §{ª£){£¡S z¤¡ �0«)§{�0©ª�

{�¡ ¨¡�¢©�«¡~ )�0ª£ { «{}¤0ª¡ '0�¤ nª�¡§x h©�¡zt 0^R^^UUq h�� {� XS[U lm®S

z© 0«¨�©(¡ �¤¡ }©«¨)�{�0©ª{§ ¡C}0¡ª}­Q ]R}©�¡ ¨{�{§§¡§ }©«¨)�0ª£ 0� )�¡~ ~)�0ª£

�¤¡ }§©ª¡ {ª~ «)�{�0©ª ¨�©}¡�� ©¢ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ kinfRstnfS z¤¡ «{¬0«)« {ª~

ª©«0ª{§ ª)«|¡�� ©¢ {ª�0£¡ª� {�¡ �¡� {� [UUU {ª~ XUUUQ �¡�¨¡}�0(¡§­Q {ª~ �¤¡ ª)«|¡��

©¢ 0�¡�{�0©ª� ¢©� |©�¤ �¤¡ 0««)ª¡ {§£©�0�¤« {ª~ y�{}¦¡§|¡�£ £{«¡R�¤¡©�¡�0} «©~¡§

{�¡ �¡� {� ZUQ |{�¡~ ©ª �¤¡ ¡«¨0�0}{§ ��)~­S z¤¡ �0«)§{�0©ª� {�¡ �¡¨¡{�¡~ VU �0«¡�

�© ¡§0«0ª{�¡ �¤¡ �{ª~©«ª¡�� {ª~ ©)�§0¡��S

z¤¡ lg W^R|)� �¡�� �­��¡« 0� { �0«¨§0<¡~ ��{ª�«0��0©ª ª¡�'©�¦ ~¡(¡§©¨¡~ |­

�V\[� �© �¡¨�¡�¡ª� �¤¡ �¡}¤ª0}{§ ¨�©¨¡��0¡� ©¢ �¤¡ lg ��{ª�«0��0©ª ª¡�'©�¦ '¤0§��

�¡~)}0ª£ }©«¨§¡¬0�­S z¤0� �¡�� �­��¡« 0� {~©¨�¡~ |­ ©)� �¡�¡{�}¤ �© ¡¬{«0ª¡ �¤¡

¡;¡}�� ©¢ �¤¡ ¢©�«)§{�¡~ §©' }{�|©ª ¨©§0}0¡� ©ª �¤¡ }©ª�¡¬� ©¢ �¤¡ lg ¨©'¡� �­��¡«�S

z¤¡ �}¤¡«{�0} 0§§)���{�0©ª ©¢ �¤0� �¡�� �­��¡« 0� ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª k0£S XSZS z¤¡ lg W^R

|)� �¡�� �­��¡« }©ª�0��� ©¢ W^ |)�¡�Q ^] ~©)|§¡R}0�})0� |�{ª}¤¡�Q V �0ª£§¡R}0�})0�

|�{ª}¤Q {ª~ ]^ £¡ª¡�{�©��S z¤¡ �©�{§ 0ª��{§§¡~ }{¨{}0�­ ©¢ ¡{}¤ £¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSZS h{�¡ ��)~0¡� [Y

f§£©�0�¤« V kinfRstnf
nª¨)�_ «0ª0«)« «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡ α«0ªQ «0ª0«)« }{�|©ª ¨�0}¡� π«0ª

}{�|©ª
Q {ª~ «{¬0R

«)« ª)«|¡� ©¢ 0�¡�{�0©ª ι«{¬

V_ 0ª0�0{§0�¡ ¨©§0}­ «{¦¡�L� ���{�¡£0¡�_ αt = α«0ª
t , π}{�|©ª,t = π«0ª

}{�|©ª,t

W_ '¤0§¡ ∆r∗k,t �= 0, ©� ι ≤ ι«{¬ ~©

X_ ¢©§§©'¡�� ~0���0|)�¡~ 0««)ª¡ {§£©�0�¤«_

Y_ nª¨)�_ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡ αtQ }{�|©ª ¨�0}¡� π}{�|©ª,tQ {ª~ ª©«0ª{§ {ª~ «{¬0«)«

ª)«|¡� ©¢ {ª�0£¡ª� 0ª �¤¡ ¨©¨)§{�0©ª ©¢ ¢©§§©'¡�� |A¢©§§©'¡�| {ª~ |A«{¬
¢©§§©'¡�

|Q �¡�¨¡}�0(¡§­

Z_ �{ª~©«§­ 0ª0�0{§0�¡ �¤¡ {ª�0£¡ª ¨©¨)§{�0©ª ©¢ ¢©§§©'¡�� '0�¤0ª �¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡ �¨{}¡[
p
¢©§§©'¡�

,p¢©§§©'¡�

]
{� A¢©§§©'¡� (0) =

{
p¢©§§©'¡�,1, ...,p¢©§§©'¡�,|A¢©§§©'¡�|

}

[_ '¤0§¡ ιkinf ≤ ι«{¬
kinf

~©

\_ 0«¨§¡«¡ª� }§©ª¡ {ª~ «)�{�0©ª ©¨¡�{�0©ª {}}©�~0ª£ �© MXSYSYYNQ {ª~ �¤¡ ª)«|¡� ©¢ })��¡ª�

{ª�0£¡ª� |A¢©§§©'¡� (ιkinf)| 0ª}�¡{�¡� �© |A«{¬
¢©§§©'¡�

|

]_ �¡«©(¡ ~©«0ª{�¡~ {ª�0|©~0¡� {ª~ }©��¡�¨©ª~0ª£ {ª�0£¡ª� ¢�©« A¢©§§©'¡� (ιkinf)

^_ '¤0§¡ |A¢©§§©'¡� (ιkinf)| > |A¢©§§©'¡�| ~©

VU_ �¡«©(¡ �¤¡ {ª�0£¡ªR{ª�0|©~­ ¨{0�� '0�¤ �«{§§ {(0~0�0¡� {}}©�~0ª£ �© �V\Z�Q 0S¡S �¡«©(¡

�¤¡ (¡}�©�� ©¢ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª 0ª { }�©'~¡~ �¡£0©ª

VV_ ¡ª~ '¤0§¡

VW_ A¢©§§©'¡� (ιkinf + 1) = A¢©§§©'¡� (ιkinf) , ιkinf = ιkinf + 1

VX_ ¡ª~ '¤0§¡

VY_ v)�¨)�_ ©¨�0«{§ �©§)�0©ª p∗
¢©§§©'¡�

=
[
p∗i,t, p

∗
k,t|i = 1, ..., |I| , k = 1, ..., |K| , t = 1, ..., |T |

]

VZ_ §¡{~¡� «)§�0©|¥¡}�0(¡ 0««)ª¡ {§£©�0�¤«_

V[_ nª¨)�_ p∗
¢©§§©'¡�

Q |A§¡{~¡�|Q {ª~ |A«{¬
§¡{~¡�

|

V\_ �{ª~©«§­ 0ª0�0{§0�¡ �¤¡ {ª�0£¡ª ¨©¨)§{�0©ª ©¢ �¤¡ §¡{~¡� '0�¤0ª �¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡ �¨{}¡[
p
§¡{~¡�

,p§¡{~¡�

]
{� A§¡{~¡� (0) =

{
p§¡{~¡�,1, ...,p§¡{~¡�,|A§¡{~¡�|

}

V]_ '¤0§¡ ιstnf ≤ ι«{¬
stnf

~©

V^_ 0«¨§¡«¡ª� }§©ª¡ {ª~ «)�{�0©ª ©¨¡�{�0©ª {}}©�~0ª£ �© MXSYSYYNQ {ª~ �¤¡ ª)«|¡� ©¢ })��¡ª�

{ª�0£¡ª� |A§¡{~¡� (ιstnf)| 0ª}�¡{�¡� �© |A«{¬
§¡{~¡�

|

WU_ �¡«©(¡ ~©«0ª{�¡~ {ª�0|©~0¡� {ª~ }©��¡�¨©ª~0ª£ {ª�0£¡ª� ¢�©« A§¡{~¡� (ιstnf)

WV_ '¤0§¡ |A§¡{~¡� (ιstnf)| > |A§¡{~¡�| ~©

WW_ �¡«©(¡ �¤¡ {ª�0£¡ªR{ª�0|©~­ ¨{0�� '0�¤ �«{§§ {(0~0�0¡� {}}©�~0ª£ �© �V\Z�

WX_ ¡ª~ '¤0§¡

WY_ A§¡{~¡� (ιstnf + 1) = A§¡{~¡� (ιstnf) , ιstnf = ιstnf + 1

WZ_ ¡ª~ '¤0§¡

W[_ v)�¨)�_ �{�¡�© ©¨�0«{§ �¡� P§¡{~¡� =
{
p∗
§¡{~¡�

|p∗
§¡{~¡�

=
[
π∗
}{�|©ª,t, α

∗
t |t = 1, ..., |T |

]}

W\_ ι = ι+ 1, αt = α∗
t , π}{�|©ª,t = π∗

}{�|©ª,t

W]_ ¡ª~ '¤0§¡

v)�¨)�_ P§¡{~¡�,p
∗
¢©§§©'¡�

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSZS h{�¡ ��)~0¡� [Z

0� {§§©}{�¡~ �© ¡{}¤ £¡ª¡�{�©�Q {}}©�~0ª£ �© �¤¡ 0ª��{§§¡~ }{¨{}0�0¡� {ª~ §©}{�0©ª� ©¢

�¤¡ lg ¨©'¡� ¨§{ª�� {� �¤¡ ¡ª~ ©¢ WUV^Q ¨)|§0�¤¡~ |­ �¤¡ i¡¨{��«¡ª� ¢©� g)�0ª¡��Q

jª¡�£­Q {ª~ 0ª~)���0{§ y��{�¡£­ �V\\�S z¤¡ ª)}§¡{� ©¨¡�{�¡� {� |{�¡§©{~ ¨§{ª�� 0ª

�¤¡ lg ¨©'¡� �­��¡«�S m¡ª}¡Q �¤¡ ¨©'¡� ©)�¨)� ©¢ ª)}§¡{� 0� ª©� }©ª�0~¡�¡~ {� {

~¡}0�0©ª ({�0{|§¡S z¤¡ ��©�{£¡� {�¡ 0ª}§)~¡~ �© ~0�¨{�}¤ ¨©'¡� ©)�¨)�� ©¢ �©§{� {ª~

'0ª~S z¤¡ |)�¡� '0�¤ 0ª��{§§¡~ £¡ª¡�{�0©ª }{¨{}0�­ «©�¡ �¤{ª ZUUU t� {�¡ �¡�

{� �� |)�¡�Q �¤¡ |)� W\ 0� �¡� {� { �¡¢¡�¡ª}¡ |)�Q {ª~ ©�¤¡� |)�¡� {�¡ �¡� {� �w

|)�¡�S z¤¡ {§§©}{�0©ª ¨¡�}¡ª�{£¡� {ª~ ¨©'¡� ¢{}�©�� ©¢ W^ §©{~� 0ª �V\]� {�¡ )�¡~ �©

{§§©}{�¡ �¤¡ �©�{§ }©ª�)«¨�0©ª �© ¡{}¤ §©{~S z¤¡ �¡{§R�0«¡ ��{�¡� ©¢ �¤¡ lg ¨©'¡�

}©ª�)«¨�0©ª {�¡ ©|�{0ª¡~ ¢�©« �¤¡ l�0~�{�}¤ �V\^�S z¤¡ ¨©'¡� B©' {ª{§­�0� 0�

¨¡�¢©�«¡~ |­ �¤¡ t{�¨©'¡� )�0ª£ u¡'�©ªRx{¨¤�©ª «¡�¤©~S

z{|§¡ XSV_ h©¡C}0¡ª�� ©¢ ©¨¡�{�0ª£ }©��� ¢©� £¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡�

y©)�}¡ vª�¤©�¡ �0ª~ l{� u)}§¡{� y©§{� m­~�©

h©��� h©¡C}0¡ª�� MþTt�¤N VZ YU WV ^ WX

y©)�}¡ v;�¤©�¡ �0ª~ g0©«{�� h©{§ n«¨©��

h©��� h©¡C}0¡ª�� MþTt�¤N W] ]U YW [Z

z¤¡ þVYYTt�¤ ©¢ {(¡�{£¡ �¡�{0§ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡ ¢�©« �¤¡ 	SqS �)¨¨§0¡�� �V]U� 0�

{~©¨�¡~Q {ª~ �¤¡ B{� ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}0ª£ �}¤¡«¡ 0� )�¡~ 0ª ©)� �¡�¡{�}¤ �© �¨¡}0<}{§§­

0ª(¡��0£{�¡ �¤¡ 0«¨{}�� ©¢ }{�|©ª ¨�0}¡� {ª~ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡�S z¤¡

'¤©§¡�{§¡ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡ {}}©)ª�� ¢©� YZ J ©¢ �¤¡ �¡�{0§ ¨�0}¡ �V]U�S z¤¡ }©¡C}0¡ª��

©¢ ©¨¡�{�0ª£ }©��� ©¢ £¡ª¡�{�©�� ¢©� ¨�©¥¡}� }©««0��0©ª0ª£ 0ª WUWU �V\U� {�¡ {~©¨�¡~

{� �¤©'ª 0ª z{|§¡ XSVS z¤¡ þV]T�©ª ©¢ �¤¡ 	SqS }{�|©ª ¨�0}¡ �)¨¨©�� 0� )�¡~ {�

�¤¡ «0ª0«)« }{�|©ª ¨�0}¡S h©ª�0~¡�0ª£ �¤¡ ({�0{|0§0�­ ©¢ �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡�

'©)§~ }{)�¡ {~~0�0©ª{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« ¨{��R§©{~¡~ �¤¡�«{§ £¡ª¡�{�©��Q �¤¡

~­ª{«0} }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� {�¡ «©~¡§§¡~ {� ¢©§§©'�S

¼ z¤¡ }©{§ {ª~ hhlz '¤0}¤ {�¡ �¤¡ ~©«0ª{ª� �©)�}¡� ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª�

¨�0«{�0§­ ©¨¡�{�¡ {� ¨{��R§©{~¡~S z¤¡ ¨{��R§©{~¡~ ©¨¡�{�0©ª '©)§~ �¡~)}¡ )ª0�

¡C}0¡ª}­Q 0ª}�¡{�¡ ¢)¡§ }©ª�)«¨�0©ªQ {ª~ �{0�¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­S z¤¡

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSZS h{�¡ ��)~0¡� [[

k0£)�¡ XSZ_ y}¤¡«{�0} 0§§)���{�0©ª ©¢ �¤¡ lg W^R|)� �¡�� �­��¡« {ª~ {§§©}{�0©ª ©¢

£¡ª¡�{�0©ª }{¨{}0�0¡�S z¤¡ {§§©}{�0©ª 0� |{�¡~ ©ª �¤¡ 0ª��{§§¡~ }{¨{}0�0¡� ©¢ �¤¡ lg

¨©'¡� ¨§{ª��S z¤¡ ¨¡�}¡ª�{£¡ ©¢ {§§©}{�¡~ }{¨{}0�0¡� 0� �¤©'ª 0ª �¤¡ ¨0¡ }¤{�� ©¢

¡{}¤ |)�S

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSZS h{�¡ ��)~0¡� [\

¢©§§©'0ª£ �¡§{�0©ª�¤0¨� |¡�'¡¡ª }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� {ª~ ¨©'¡� ¢{}�©��

©¢ }©{§ {ª~ hhlz {�¡ )�¡~ {� ��)~0¡~ 0ª �\\�

ρ}©{§,t =6.4 · }©�θ6}©{§,t − 29.0 · }©�θ5}©{§,t + 54.7 · }©�θ4}©{§,t

− 56.1 · }©�θ3}©{§,t + 33.9 · }©�θ2}©{§,t − 12.0 · }©�θ}©{§,t + 3.1
MXSZSYZN

ρhhlz,t =0.14 · }©�θ6hhlz,t − 0.68 · }©�θ5hhlz,t + 1.49 · }©�θ4hhlz,t

− 1.91 · }©�θ3hhlz,t + 1.69 · }©�θ2hhlz,t − 1.05 · }©�θhhlz,t + 0.71

MXSZSY[N

'¤¡�¡ ρ}©{§,t {ª~ ρhhlz,t {�¡ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢ }©{§ {ª~ hhlz

{� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tQ �¡�¨¡}�0(¡§­Q {ª~ }©�θ}©{§,t {ª~ }©�θhhlz,t {�¡ ¨©'¡� ¢{}R

�©�� ©¢ }©{§ {ª~ hhlz {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tQ �¡�¨¡}�0(¡§­S

¼ k©� ©�¤¡� £¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡�Q �¤¡ 0«¨{}� ©¢ ¨{��R§©{~0ª£ ©ª }{�|©ª ¡«0��0©ª�

0ª�¡ª�0�0¡� 0� ª©� ¢©)ª~ �© |¡ �0£ª0<}{ª� |­ �¤¡ ��)~­ 0ª �\\�S m¡ª}¡Q �¤¡

{(¡�{£¡ {ªª){§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� {�¡ {¨¨§0¡~ �© �¤¡ |0©«{�� {ª~

ª)}§¡{�Q {ª~ ¡({§){�¡~ |­ )�0ª£ �¤¡ «¡�¤©~ ¨�©¨©�¡~ |­ m{'¦¡� �\^� {�

ρ̄i =
h{�|©ª j«0��0©ª� nª�¡ª�0�0¡� ©¢ k)¡§ × k)¡§ ��{£¡

l�©�� j§¡}��0}0�­ y)¨¨§­
, MXSZSY\N

'¤¡�¡ ρ̄i 0� �¤¡ {(¡�{£¡ {ªª){§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­ ©¢ �©)�}¡ iS z¤¡

~{�{ ©¢ ¢)¡§ )�{£¡ {ª~ £�©�� ¡§¡}��0}0�­ �)¨¨§­ 0� ¨)|§0�¤¡~ |­ �¤¡ i0£¡�� ©¢ �¤¡

�SqS jª¡�£­ y�{�0��0}� �V]V�S z¤¡ ~{�{ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢ ¢)¡§

0� ¨)|§0�¤¡~ |­ �¤¡ �SqS l©(¡�ª«¡ª� l�¡¡ª¤©)�¡ l{� h©ª(¡��0©ª k{}�©�� ¢©�

h©«¨{ª­ x¡¨©��0ª£ �V]W�S

¼ z¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ©¢ '0ª~Q ¤­~�© {ª~ �©§{� ¨�0«{�0§­ {�0�¡ 0ª «{ª)¢{}�)�¡

{ª~ }©ª���)}�0©ªS m¡ª}¡Q �¤¡ ©¨¡�{�0©ª{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢ �¤¡�¡

�©)�}¡� {�¡ {��)«¡~ �© |¡ ®¡�© 0ª ©)� �¡�¡{�}¤S

¼ z¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ©¢ 0ª�¡�}©ªª¡}�©�� {�¡ }{)�¡~ |­ ��{ª�«0��0©ª {ª~ ~0�R

��0|)�0©ª §©��¡�S z¤¡ ~{�{ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢ ��{ª�«0��0©ª {ª~

~0���0|)�0©ª §©��¡� 0� ¨)|§0�¤¡~ |­ �¤¡ �SqS l©(¡�ª«¡ª� l�¡¡ª¤©)�¡ l{� h©ªR

(¡��0©ª k{}�©�� ¢©� h©«¨{ª­ x¡¨©��0ª£ �V]W�S

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSZS h{�¡ ��)~0¡� []

k©� }©«¨{�0ª£ �¤¡ �¡�)§�� ©¢ �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡�L� tv�Q { }�0�¡�0{ 0ª �V]X� 0� )�¡~

�© �¡§¡}� { �¡¨�¡�¡ª�{�0(¡ �©§)�0©ª ¢�©« �¤¡ �{�¡�© ¢�©ª�0¡�S fª ©¨�0«{§ �©§)�0©ª

�¤{� «{¬0«0�¡� �¤¡ «0ª0«)« 0«¨�©(¡«¡ª� M{¢�¡� ª©�«{§0�{�0©ªN ©¢ {§§ ©|¥¡}�0(¡

¢)ª}�0©ª� 0� �¡§¡}�¡~ {� �¤¡ �¡¨�¡�¡ª�{�0(¡ �©§)�0©ª {�

f�¡¨ = max
p∈A

min
f∈f

f − f (p)

f − f
, MXSZSY]N

'¤¡�¡ f�¡¨ 0� �¤¡ (¡}�©� ©¢ �¡¨�¡�¡ª�{�0(¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª� ¢©�« �¤¡ �{�¡�© ¢�©ª�0¡�Q

f {ª~ f {�¡ �¤¡ «0ª0«{§ {ª~ «{¬0«{§ ({§)¡� ©¢ ¡{}¤ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ªS

XSZSW f§£©�0�¤«� j({§){�0©ª

z© ¡({§){�¡ �¤¡ ¨¡�¢©�«{ª}¡� ©¢ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ y�{}¦¡§|¡�£ £{«¡R�¤¡©�¡�0} «©~¡§ {ª~

kinfRstnfQ �¤¡ ¢©§§©'0ª£ }{�¡� {�¡ )�¡~ {� { }©«¨{�0�©ª_

¼ h{�¡ V Mg¡ª}¤«{�¦N_ z¤¡ |¡ª}¤«{�¦ 0� ­0¡§~¡~ |­ �¤¡ �)« ©¢ �¤¡ lg ¨©'¡�

�­��¡« ¤0��©�0}{§ ~{�{ ©¢ ¢©)� �¡¨�¡�¡ª�{�0(¡ ~{­� 0ª WUV^ �V\^� '0�¤ ¡�){§

'¡0£¤�S f}}©�~0ª£ �© �¤¡ })��¡ª� lg }{�|©ª «{�¦¡� ~¡�0£ªQ �¤¡ þXUT�©ª 0�

)�¡~ {� �¤¡ }{�|©ª ¨�0}¡� M�¤¡ �SqS }{�|©ª ¨�0}¡ �)¨¨©�� ¨§)� �¤¡ j� jzyN

{ª~ þUT�©ª 0� )�¡~ {� �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡S

¼ h{�¡ W Mtv�N_ nª��¡{~ ©¢ )�0ª£ �¤¡ y�{}¦¡§|¡�£ £{«¡R�¤¡©�¡�0} «©~¡§ �© �0«R

)§{�¡ �¤¡ ¨�©}¡�� ©¢ ª¡£©�0{�0©ª {ª~ ­0¡§~ {ª ©¨�0«{§ �}¤¡~)§0ª£ ~¡}0�0©ª�Q

{ tv� 0� )�¡~ �© ¨¡�¢©�« �¤¡ �}¤¡~)§0ª£ ¢©� ¨©§0}­ «{¦¡�Q }©ª�)«¡��Q {ª~

£¡ª¡�{�©�� �0«)§�{ª¡©)�§­ '0�¤©)� 0�¡�{�0©ª {� ��)~0¡~ 0ª �V]X�S

¼ h{�¡ X Mk©§§©'¡�� f££�¡£{�¡~ n««)ª¡ f§£©�0�¤« MkfnfNN_ nª��¡{~ ©¢ �{�£¡�R

0ª£ ©ª ¡{}¤ 0ª~0(0~){§ }©ª�)«¡��T£¡ª¡�{�©��Q �¤¡ kfnf �}¤¡~)§¡� �¤¡ {££�¡R

£{�¡~ ~¡«{ª~T�)¨¨§­ �© «0ª0«0�¡T«{¬0«0�¡ �¤¡ ©(¡�{§§ ¡§¡}��0}0�­ |0§§�T}©���

{� ��)~0¡~ 0ª �ZY�S

z¤¡ }©«¨{�0�©ª ©¢ �¤¡ {¢©�¡«¡ª�0©ª¡~ �}¤¡~)§0ª£ «©~¡§� {ª~ {§£©�0�¤«� 0ª

�¡�«� ©¢ �¡{§0�0ª£ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �¡~)}�0©ª �{�£¡�� ©¢ ¨©§0}­ «{¦¡� 0� ¨�¡R

�¡ª�¡~ 0ª k0£S XS[S k©� �¤¡ tv�Q '0�¤©)� �¤¡ ¨�©}¡�� ©¢ 0�¡�{�0(¡ ª¡£©�0{�0©ª {ª~

�¡{}¤0ª£ {ª ©¨�0«{§ {£�¡¡«¡ª�Q �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡� 0� )ª{|§¡ �© ~­ª{«0}{§§­ {~¥)��

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSZS h{�¡ ��)~0¡� [^

k0£)�¡ XS[_ h©«¨{�0�©ª ©¢ �}¤¡~)§0ª£ «©~¡§� {ª~ {§£©�0�¤«� 0ª �¡�«� ©¢ �¡{§0�R

0ª£ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �¡~)}�0©ª �{�£¡��S z¤¡ x {¬¡� 0ª~0}{�¡ �¤¡ ¨¡�}¡ª�{£¡

©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �¡~)}�0©ª |­ ¨©§0}­ «{¦¡�L� �{�£¡��Q �¡§{�0(¡ �© �¤¡ ~{0§­ }{�R

|©ª ¡«0��0©ª� ©¢ |¡ª}¤«{�¦S z¤¡ y {¬¡� 0ª~0}{�¡ �¤¡ ¨¡�}¡ª�{£¡ ©¢ }{�|©ª ¡«0�R

�0©ª� �¡~)}�0©ª |­ }©ª�)«¡��T£¡ª¡�{�©��L �}¤¡~)§0ª£Q �¡§{�0(¡ �© �¤¡ ~{0§­ }{�|©ª

¡«0��0©ª� ©¢ |¡ª}¤«{�¦S z¤¡ £�¡¡ª �¡£0©ª� 0ª~0}{�¡ �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡�L� �{�£¡��

{�¡ {}¤0¡(¡~ |­ }©ª�)«¡��T£¡ª¡�{�©��L �}¤¡~)§0ª£Q '¤¡�¡{� �¤¡ �¡~ �¡£0©ª� 0ª~0R

}{�¡ }©ª�)«¡��T£¡ª¡�{�©��L �}¤¡~)§0ª£ ¢{0§� �© {}¤0¡(¡ �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡�L� �{�£¡��S

z¤¡ �}¤¡~)§0ª£ �¡�)§�� {�¡ �{«¨§¡~ 0ª ¡(¡�­ VU JS

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSZS h{�¡ ��)~0¡� \U

}{�|©ª ¨�0}¡� {ª~ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡�Q {ª~ ¢{0§� �© 0ª}¡ª�0(0�¡ �¤¡ }©ªR

�)«¡��T£¡ª¡�{�©�� �© {}¤0¡(¡ �¤¡ }{�|©ª �¡~)}�0©ª �{�£¡�� �¤�©)£¤ �}¤¡~)§0ª£S z¤¡

¨¡�}¡ª�{£¡ ©¢ ~{0§­ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �¡~)}�0©ª ©¢ }©ª�)«¡��T£¡ª¡�{�©�� |­ tv�

�¡«{0ª� {� {¨¨�©¬0«{�¡§­ VU JQ 0��¡�¨¡}�0(¡ ©¢ �¤¡ 0ª}�¡{�0ª£ }{�|©ª �¡~)}�0©ª �{�R

£¡��S g­ }©ª��{��Q �¤�©)£¤ )�0ª£ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ �}¤¡~)§0ª£ «©~¡§ {ª~ �¤¡ kfnfQ

}©ª�)«¡��T£¡ª¡�{�©�� }{ª |¡ 0ª}¡ª�0(0�¡~ �© ¦¡¡¨ �¡~)}0ª£ �¤¡0� }{�|©ª ¡«0��0©ª�

¢©� «¡¡�0ª£ �¤¡ 0ª}�¡{�¡~ }{�|©ª �¡~)}�0©ª �{�£¡��Q )ª�0§ {|©(¡ YU J ©¢ }{�|©ª

¡«0��0©ª� �¡~)}�0©ªS f~~0�0©ª{§§­Q {� ��)~0¡~ 0ª �V]Y�Q �¤¡ ¨©'¡� �­��¡« ©¨¡�{�0©ª�

�¡�)§�0ª£ ¢�©« ©¨�0«0�0ª£ {ª {££�¡£{�¡~ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª «{­ ¢{(©)� { ¨{��0})R

§{� ¨{��0}0¨{ª�Q '¤¡�¡{� ©)� ¨�©¨©�¡~ kinfRstnf �{�£¡�� ©ª ¡{}¤ 0ª~0(0~){§ }©ªR

�)«¡��T£¡ª¡�{�©��L ©'ª ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ªS m¡ª}¡Q �¤¡ ¨�©¨©�¡~ «©~¡§ }{ª ¢)��¤¡�

0«¨�©(¡ �© {¨¨�©¬0«{�¡§­ ZU J ©¢ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �¡~)}�0©ªS

z{|§¡ XSW_ h©«¨{�0�©ª ©¢ ­0¡§~¡~ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª� |­ �}¤¡~)§0ª£ «©~¡§� {ª~

{§£©�0�¤«�

g¡ª}¤«{�¦ ��©¨©�¡~ t©~¡§ tv� kfnf

i{0§­ j§¡}��0}0�­ g0§§� M«þN VUZSZV ^ZS^[ ^[S^\ ^[SWY

i{0§­ ��©<�� M«þN V\S^W V[SZ] V[S[] V[S[Y

i{0§­ h{�|©ª j«0��0©ª� M¦�©ªN YWS^W X\SVZ X]S[X X]SZ[

z¤¡ }©«¨{�0�©ª ©¢ ­0¡§~¡~ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª� |­ �¤¡ {¢©�¡«¡ª�0©ª¡~ �}¤¡~)§0ª£

«©~¡§� {ª~ {§£©�0�¤«� 0� ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª z{|§¡ XSWS z¤¡ ¡§¡}��0}0�­ |0§§� ©¢ {§§ }©ªR

�)«¡�� {ª~ ¨�©<�� ©¢ {§§ £¡ª¡�{�©�� {�¡ {££�¡£{�¡~ ¢©� }©«¨{�0�©ªS z¤¡ ¨�©¨©�¡~

�}¤¡~)§0ª£ «©~¡§ {ª~ kinfRstnf ­0¡§~ �¤¡ §©'¡�� ~{0§­ ¡§¡}��0}0�­ |0§§� {ª~ }{�|©ª

¡«0��0©ª�S k©� �¤¡ ~{0§­ ¨�©<��Q �¤¡ ¨�©¨©�¡~ kinfRstnf �{�£¡�� ©ª ¡{}¤ 0ª~0(0~R

){§ £¡ª¡�{�©��Q '¤0}¤ ¡ª{|§¡� �¤¡ ¨�©<�� ©¢ £¡ª¡�{�©�� '0�¤ �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡�

�© |¡ 0«¨�©(¡~ {ª~ �¤¡ ¨�©<�� ©¢ £¡ª¡�{�©�� '0�¤ }©{§ {ª~ £{� �© |¡ �¡~)}¡~S y0ª}¡

�¤¡ £¡ª¡�{�©�� '0�¤ }©{§ {ª~ £{� {}}©)ª� ¢©� { «{¥©�0�­ ©¢ ¨©'¡� ©)�¨)��Q �¤¡ ¨�©<��

©¢ ©)� ¨�©¨©�¡~ «©~¡§ {�¡ §©'¡� �¤{ª �¤¡ ¨�©<�� ©¢ |¡ª}¤«{�¦ {ª~ ª©ªRª¡£©�0{�0©ª

}{�¡�S

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSZS h{�¡ ��)~0¡� \V

XSZSX y}¤¡~)§0ª£ �¡�¢©�«{ª}¡�

k0£)�¡ XS\_ h{�|©ª ¡«0��0©ª� ��{}0ª£ ¢©� £¡ª¡�{�©��T}©ª�)«¡�� ©(¡� �¤¡ �}¤¡~)§0ª£

¨�©}¡��S z¤¡ x {¬¡� 0ª~0}{�¡ �¤¡ �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ ©¢ ~{­S z¤¡ y {¬¡� 0ª~0}{�¡ �¤¡

ª)«|¡� ©¢ £¡ª¡�{�©��T}©ª�)«¡��S z¤¡ z {¬¡� {ª~ }©§©)�|{� 0ª~0}{�¡ �¤¡ }{�|©ª

¡«0��0©ª� ©¢ 0ª~0(0~){§ £¡ª¡�{�©��T}©ª�)«¡�� ¢©� { £0(¡ª USZ ¤ �}¤¡~)§0ª£ 0ª�¡�({§S

�g¡ª}¤«{�¦L {ª~ �y}¤¡~)§0ª£L �¡¢¡� �© �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� |¡¢©�¡ {ª~ {¢�¡� �¤¡

�}¤¡~)§0ª£Q �¡�¨¡}�0(¡§­S �x¡~)}�0©ªL �¡¢¡�� �© �¤¡ ~0;¡�¡ª}¡ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª�

|¡¢©�¡ {ª~ {¢�¡� �¤¡ �}¤¡~)§0ª£S

z¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ��{}0ª£ ¢©� 0ª~0(0~){§ £¡ª¡�{�©��T}©ª�)«¡�� ©(¡� �¤¡ �}¤¡~)§R

0ª£ ¨�©}¡�� 0� ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª k0£S XS\S k©� £¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡� '0�¤ ¤0£¤ }{�|©ª ¡«0�R

�0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡�Q 0S¡S }©{§ {ª~ £{�Q �¤¡ }©��¡�¨©ª~0ª£ £¡ª¡�{�©�� {�¡ 0ª}¡ª�0(0�¡~

�© �{«¨ ~©'ª �¤¡ ¨©'¡� ©)�¨)�� ~)�0ª£ �¤¡ ¡ª�0�¡ �}¤¡~)§0ª£ ¤©�0®©ª ¢©� }{�|©ª

�¡~)}�0©ª {ª~ }©�� �{(0ª£S n� 0� ¨{��0})§{� ¢©� �¤¡ ¨¡{¦ ~¡«{ª~ ¨¡�0©~ ¢�©« �¤¡

�'¡ª�­R<¢�¤ �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ �© �¤¡ �¤0��­R�0¬�¤ �}¤¡~)§0ª£ �0«¡Q ~)�0ª£ '¤0}¤ {|©)�

ZUU �©ª� ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¨¡� ¤{§¢R¤©)� {�¡ �¡~)}¡~Q {}}©)ª�0ª£ ¢©� XVSWZ J ©¢

�¤¡ ¤0£¤¡�� }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ ¢�©« £¡ª¡�{�©��S t¡{ª'¤0§¡Q �¤¡ ¨©'¡� ©)�¨)�� ©¢

�¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡� �{«¨ )¨ �© }©«¨§¡«¡ª� �¤¡ ~¡}�¡{�¡ ©¢ }©{§ {ª~ £{� '0�¤R

©)� }{)�0ª£ {~~0�0©ª{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª�S fª{§©£©)�§­Q ¢©� �¤¡ §©{~� '0�¤ ¤0£¤R§¡(¡§

©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª�Q �¤¡ }©��¡�¨©ª~0ª£ }©ª�)«¡�� {�¡ 0ª}¡ª�0(0�¡~ �© �¤0¢� ©� })��{0§

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSZS h{�¡ ��)~0¡� \W

�¤¡ ~¡«{ª~ ¢©� }{�|©ª �¡~)}�0©ªQ 0ª ©�~¡� �© ¡{�ª �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª {ª~

�{(¡ ¡§¡}��0}0�­ |0§§�S i)�0ª£ �¤¡ ¨¡{¦ ~¡«{ª~ ¨¡�0©~Q {|©)� WUU �©ª� ©¢ }{�|©ª

¡«0��0©ª� ¨¡� ¤{§¢R¤©)� {�¡ �¡~)}¡~Q {}}©)ª�0ª£ ¢©� VXSXX J ©¢ �¤¡ ¤0£¤¡�� }{�|©ª

¡«0��0©ª� �{�¡ ¢�©« }©ª�)«¡��S

nª}¡ª�0(¡ j;¡}�� ©¢ t©ª¡�{�­ h©«¨¡ª�{�0©ª x{�¡� ©ª h©ª�)«¡��

Carbon Emissions
Consumer 1

Consumer 8

Consumer 15

Consumer 22

Consumer 29 -15%

-10%

-5% 

0% 

5% 

10% 

15% 

Electricity Bills

0 10 20 30 40 50
Monetary Compensation Rate (£/ton)

Consumer 1

Consumer 8

Consumer 15

Consumer 22

Consumer 29 -9%

-7%

-5%

-3%

-1%

k0£)�¡ XS]_ h{�|©ª ¡«0��0©ª� {ª~ ¡§¡}��0}0�­ |0§§� ©¢ }©ª�)«¡�� {� { ¢)ª}�0©ª ©¢ «©ªR

¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡�S z¤¡ x {¬¡� 0ª~0}{�¡ �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡�S

z¤¡ y {¬¡� 0ª~0}{�¡ �¤¡ ª)«|¡� ©¢ }©ª�)«¡��S z¤¡ }©§©)�|{�� 0ª~0}{�¡ �¤¡ ¨¡�}¡ª�R

{£¡ ©¢ 0ª}�¡{�¡ M¨©�0�0(¡NT~¡}�¡{�¡ Mª¡£{�0(¡N ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� {ª~ ¡§¡}��0}0�­ |0§§�

¢©� ¡{}¤ }©ª�)«¡� {� { £0(¡ª «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡Q }©«¨{�¡~ �© �¤¡ }{�|©ª

¡«0��0©ª� {ª~ ¡§¡}��0}0�­ |0§§� '0�¤©)� �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡Q �¡�¨¡}�0(¡§­S

z¤¡ }¤�©«{�©£�{«� 0ª k0£S XS] �¤©' �¤¡ ��¡ª~� ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� {ª~ ¡§¡}��0}R

0�­ |0§§� ©¢ }©ª�)«¡�� {� �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡� 0ª}�¡{�¡S j{}¤ }©§)«ª

0§§)���{�¡� �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� {ª~ ¡§¡}��0}0�­ |0§§� ©¢ ({�0©)� }©ª�)«¡�� {� { £0(¡ª

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSZS h{�¡ ��)~0¡� \X

«©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡S f}}©�~0ª£ �© ©)� ¨�©¨©�¡~ ~¡}¡ª��{§0�¡~ §©' }{�|©ª

0ª}¡ª�0(¡ «¡}¤{ª0�«Q �¤¡ }©ª�)«¡�� '0�¤ §©'R§¡(¡§ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� M{� 0ª~0R

}{�¡~ 0ª }©ª�)«¡�� VU R VZN '©)§~ ª©� |¡ �0£ª0<}{ª�§­ 0ª}¡ª�0(0�¡~ |­ �¤¡ «©ª¡�{�­

}©«¨¡ª�{�0©ªS g­ }©ª��{��Q �¤¡ }©ª�)«¡�� '0�¤ ¤0£¤R§¡(¡§ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� M{�

0ª~0}{�¡~ 0ª �¡�� }©ª�)«¡��N '©)§~ �¡}¡0(¡ «©�¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª�Q {ª~ �¤¡�¡R

¢©�¡ })��{0§ ©� �¤0¢� �¤¡0� §©{~� ¢©� }{�|©ª �¡~)}�0©ª {ª~ |0§§ �{(0ª£S z¤¡ ¡§¡}��0}0�­

|0§§� ©¢ }©ª�)«¡�� £�{~){§§­ ~¡}�¡{�¡ '0�¤ �¤¡ 0ª}�¡{�¡ ©¢ �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{R

�0©ª �{�¡�S �¤¡ª �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡� ¡¬}¡¡~ þXXT�©ªQ �¤¡ |0§§ �{(0ª£

¡;¡}�� ©ª }©ª�)«¡�� '0�¤ ¡¬��¡«¡ ¤0£¤R§¡(¡§ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� M{� 0ª~0}{�¡~ 0ª

}©ª�)«¡� V\ {ª~ }©ª�)«¡�� WW R WZN '©)§~ |¡ «©�¡ �0£ª0<}{ª� M{� {¨¨�©¬0«{�¡§­ ^

J ©¢ |0§§ �{(0ª£ �¤�©)£¤ VU J ©¢ }{�|©ª �¡~)}�0©ªNS

nª}¡ª�0(¡ j;¡}�� ©¢ h{�|©ª ��0}¡� ©ª l¡ª¡�{�©��

z¤¡ }¤�©«{�©£�{«� 0ª k0£S XS^ �¤©' �¤¡ ��¡ª~� ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� {ª~ ¨�©<�� ©¢

£¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡� {� �¤¡ }{�|©ª ¨�0}¡� 0ª}�¡{�¡S j{}¤ }©§)«ª 0§§)���{�¡� �¤¡ }{�|©ª

¡«0��0©ª� {ª~ ¨�©<�� ©¢ ({�0©)� £¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡� {� { £0(¡ª }{�|©ª ¨�0}¡S k©� �¤¡

}{�|©ª ¡«0��0©ª�Q '0�¤ �¤¡ 0ª}�¡{�¡ ©¢ }{�|©ª ¨�0}¡�Q �¤¡ £¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡� '0�¤ ¤0£¤

}{�|©ª 0ª�¡ª�0�0¡�Q 0S¡S }©{§ {ª~ £{�Q {�¡ 0ª}¡ª�0(0�¡~ �© �{«¨ ~©'ª ¨©'¡� ©)�¨)�� ¢©�

}©�� �{(0ª£S n� 0� ª©�¡~ �¤{� �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« }©{§ £¡ª¡�{�0©ª 0ª}�¡{�¡ '¤¡ª

�¤¡ }{�|©ª ¨�0}¡� �0�¡ ¢�©« þW]T�©ª �© þYWT�©ªS z¤¡ �¡{�©ª 0� �¤{� {§�¤©)£¤ �¤¡ }©{§

£¡ª¡�{�©�� {�¡ 0ª}¡ª�0(0�¡~ �© �{«¨ ~©'ª �¤¡ ¨©'¡� ©)�¨)� ¢©� }{�|©ª �¡~)}�0©ªQ �¤¡

�§0£¤� }{�|©ª �¡~)}�0©ª 0� ©;�¡� |­ �¤¡ 0ª}�¡{�¡~ }{�|©ª 0ª�¡ª�0�­ }{)�¡~ |­ ¨{��R

§©{~¡~ ©¨¡�{�0©ªS f� { �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡Q �¤¡ ¨©'¡� ©)�¨)� {ª~ 0ª})��¡~

}{�|©ª ¡«0��0©ª� ©¢ |0©«{�� �0�¡ �© }©«¨§¡«¡ª� �¤¡ ~¡}�¡{�¡~ ¨©'¡� ©)�¨)�� ©¢ }©{§

{ª~ £{�S m©'¡(¡�Q �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­ ©¢ |0©«{�� 0� «)}¤ §©'¡� �¤{ª �¤¡

}{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢ }©{§ {ª~ £{�S fª{§©£©)�§­Q �¤¡ ¨©'¡� ©)�¨)�� ©¢ ©�¤¡�

�¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡� �{«¨ )¨ '0�¤©)� }{)�0ª£ {~~0�0©ª{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª�` k©�

�¤¡ ¨�©<��Q �¤¡ ¨�©<�� ©¢ £¡ª¡�{�0©ª ¢�©« }©{§Q £{�Q {ª~ |0©«{�� ~¡}�¡{�¡ '0�¤

�¤¡ 0ª}�¡{�¡ ©¢ �¤¡ }{�|©ª ¨�0}¡�S �¤¡ª �¤¡ }{�|©ª ¨�0}¡� ¡¬}¡¡~ þXXT�©ª {ª~

þ^WT�©ªQ �¤¡ ¨�©<�� ©¢ }©{§ {ª~ £{� £¡ª¡�{�0©ªQ �¡�¨¡}�0(¡§­Q '©)§~ ~�©¨ �© ª¡£{�0(¡S

f~~0�0©ª{§§­Q �¤¡ ¨�©<�� ©¢ ¨©'¡� 0«¨©�� 0ª}�¡{�¡ '0�¤ �¤¡ �0�¡ ©¢ }{�|©ª ¨�0}¡�Q

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSZS h{�¡ ��)~0¡� \Y

Carbon Emissions
Coal
Gas

Nuclear
Solar

Onshore Wind
Offshore Wind

Biomass
Hydro
Import -5%

0% 

5% 

10%

15%

Profits

18 40 60 80 100
Carbon Price (£/ton)

Coal
Gas

Nuclear
Solar

Onshore Wind
Offshore Wind

Biomass
Hydro
Import

-200%

-400%

0% 

200% 

400% 

k0£)�¡ XS^_ h{�|©ª ¡«0��0©ª� {ª~ ¨�©<�� ©¢ £¡ª¡�{�©�� {� { ¢)ª}�0©ª ©¢ }{�|©ª ¨�0}¡�S

l¡ª¡�{�©�� '0�¤ �¤¡ �{«¡ �©)�}¡ {�¡ {££�¡£{�¡~S z¤¡ x {¬¡� 0ª~0}{�¡ �¤¡ }{�|©ª

¨�0}¡�S z¤¡ y {¬¡� 0ª~0}{�¡ �¤¡ £¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡�S z¤¡ }©§©)�|{�� 0ª~0}{�¡ �¤¡

¨¡�}¡ª�{£¡ ©¢ 0ª}�¡{�¡ M¨©�0�0(¡NT~¡}�¡{�¡ Mª¡£{�0(¡N ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� {ª~ ¨�©<��

¢©� ¡{}¤ �©)�}¡ {� { £0(¡ª }{�|©ª ¨�0}¡Q }©«¨{�¡~ �© �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� {ª~ ¨�©<��

{� þV]T�©ª ©¢ �¤¡ �SqS }{�|©ª ¨�0}¡ �)¨¨©��Q �¡�¨¡}�0(¡§­S

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSZS h{�¡ ��)~0¡� \Z

|¡}{)�¡ �¤¡ }{�|©ª ¨�0}¡� ©¢ ©�¤¡� �¡£0©ª� ¦¡¡¨ )ª}¤{ª£¡~ {ª~ {�¡ §©'¡� �¤{ª �¤¡

§©}{§ }{�|©ª ¨�0}¡�S n� 0� ¨�©<�{|§¡ ¢©� £¡ª¡�{�©�� �© ¡«0� }{�|©ª ¡«0��0©ª� {� �¤¡

�¡£0©ª� '0�¤ §©'¡� }{�|©ª ¨�0}¡�Q {ª~ ¡¬¨©�� �¤¡ ¨©'¡� �© �¤¡ �¡£0©ª� '0�¤ ¤0£¤¡�

}{�|©ª ¨�0}¡� {� �¤¡ ��)~­ ©¢ ¡«0��0©ª� §¡{¦{£¡ 0��)¡ �V]Z�S

Benchmark

1 12 24 36 48

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

Po
w

er
 O

ut
pu

t (
M

W
)

104

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

C
ar

bo
n 

Em
is

si
on

s 
In

te
ns

ity
 (t

on
/M

W
h)

Scheduling

1 12 24 36 48
Time (0.5 h)

Coal Gas Nuclear Solar Onshore Wind
Offshore Wind Biomass Hydro Import Carbon Emissions Intensity

k0£)�¡ XSVU_ h©«¨{�0�©ª ©¢ ¨©'¡� ©)�¨)�� |­ £¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡� {ª~ {(¡�{£¡ }{�|©ª

¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­ '¡0£¤�¡~ |­ ¨©'¡� ©)�¨)�� |¡�'¡¡ª �¤¡ |¡ª}¤«{�¦ {ª~ ¨�©¨©�¡

�}¤¡~)§0ª£ «©~¡§S z¤¡ x {¬¡� 0ª~0}{�¡ �¤¡ �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ ©¢ ~{­S z¤¡ §¡¢� y {¬¡�

0ª~0}{�¡ �¤¡ ¨©'¡� ©)�¨)�� ©¢ £¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡� }©��¡�¨©ª~0ª£ �© �¤¡ ��{}¦¡~ {�¡{�S

z¤¡ �0£¤� y {¬¡� 0ª~0}{�¡ �¤¡ {(¡�{£¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­ '¡0£¤�¡~ |­ ¨©'¡�

©)�¨)�� }©��¡�¨©ª~0ª£ �© �¤¡ �¡~ §0ª¡S

z¤¡ }©«¨{�0�©ª ©¢ ¨©'¡� ©)�¨)�� |­ £¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡� {ª~ {(¡�{£¡ }{�|©ª

¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­ '¡0£¤�¡~ |­ ¨©'¡� ©)�¨)�� |¡�'¡¡ª �¤¡ |¡ª}¤«{�¦ {ª~ ¨�©R

¨©�¡~ �}¤¡~)§0ª£ «©~¡§ 0� ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª k0£S XSVUS z¤�©)£¤ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ ¡ª¡�£­

�}¤¡~)§0ª£Q �¤¡ ¨¡{¦ ~¡«{ª~ 0� })��{0§¡~ {ª~ �¤0¢�¡~ �© �¤¡ ©;R¨¡{¦ ~¡«{ª~ ¨¡�0©~S

g­ 0ª}�¡{�0ª£ �¤¡ ¨�©¨©��0©ª ©¢ ¨©'¡� ©)�¨)�� ¢�©« �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡� {ª~

~¡}�¡{�0ª£ �¤¡ ¨�©¨©��0©ª ©¢ ¨©'¡� ©)�¨)�� ¢�©« }©{§ {ª~ £{�Q �¤¡ {(¡�{£¡ }{�|©ª

¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­ ©¢ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ �}¤¡~)§0ª£ «©~¡§ 0� {§«©�� ¤{§(¡~ }©«¨{�¡~ �©

�¤{� ©¢ �¤¡ |¡ª}¤«{�¦S z¤¡ ~{0§­ ¨¡�}¡ª�{£¡ ©¢ �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡� M�©§{�Q

'0ª~Q |0©«{��Q {ª~ ¤­~�©N 0ª}�¡{�¡� ¢�©« X^SZX J {� |¡ª}¤«{�¦ �© YZSVX J {� �¤¡

¨�©¨©�¡~ �}¤¡~)§0ª£ «©~¡§S

v}�©|¡� ]Q WUWU



XSZS h{�¡ ��)~0¡� \[

z�{~¡R©; ©¢ �©§0}­ t{¦¡�

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1 106 Monetary Compensation Rates

t
max = £10/ton

t
max = £20/ton

t
max = £30/ton

t
max = £40/ton

t
max= £50/ton

3.6 3.7 3.8 3.9 4 4.1 4.2
Daily Carbon Emissions (ton) 104

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

D
ai

ly
 N

et
 C

ar
bo

n 
R

ev
en

ue
 (£

)

105 Carbon Prices

carbon, t
max = £20/ton

carbon, t
max = £30/ton

carbon, t
max = £40/ton

carbon, t
max = £50/ton

carbon, t
max = £60/ton

Carbon Revenue Neutrality

Carbon Revenue Neutrality

k0£)�¡ XSVV_ �{�¡�© ¢�©ª�0¡�� ©¢ �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡�L� ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª� )ª~¡� ({�0©)�

«{¬0«)« |©)ª~� ©¢ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡� {ª~ }{�|©ª ¨�0}¡�S z¤¡ x {¬¡�

0ª~0}{�¡ �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ~{0§­ }{�|©ª ¡«0��0©ª�S z¤¡ y {¬¡� 0ª~0}{�¡ �¤¡

©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ~{0§­ ª¡� }{�|©ª �¡(¡ª)¡S z¤¡ ~{�¤¡~ §0ª¡ 0ª~0}{�¡� �¤¡ }{�R

|©ª �¡(¡ª)¡ ª¡)��{§0�­ 0� {}¤0¡(¡~Q 0S¡S �¤¡ �¡(¡ª)¡ ©¢ �¡§§0ª£ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ �©

£¡ª¡�{�©�� ¡�){§� �© �¤¡ }©�� ©¢ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �© }©ª�)«¡��S

z¤¡ �{�¡�© ¢�©ª�0¡�� ©¢ �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡�L� ��{~¡R©; |¡�'¡¡ª �¤¡ }{�|©ª �¡(¡ª)¡

ª¡)��{§0�­ {ª~ �¤¡ }{�|©ª �¡~)}�0©ª {�¡ ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª k0£S XSVVS �¡ )�¡ �¤¡ ª¡�

}{�|©ª �¡(¡ª)¡ �© ~¡�}�0|¡ �¤¡ ~0;¡�¡ª}¡ |¡�'¡¡ª �¤¡ �¡(¡ª)¡ ©¢ �¡§§0ª£ }{�|©ª

{§§©'{ª}¡ �© £¡ª¡�{�©�� {ª~ �¤¡ }©�� ©¢ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �© }©ª�)«¡��S �¤¡ª

�¤¡ «{¬0«)« |©)ª~ ©¢ �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡� 0� �¡§{¬¡~ ¢�©« þVUT�©ª

�© þZUT�©ª M)ª~¡� þWUT�©ª ©¢ �¤¡ <¬¡~ «{¬0«)« |©)ª~ ©¢ }{�|©ª ¨�0}¡�NQ |©�¤ �¤¡

v}�©|¡� ]Q WUWU



XS[S h¤{¨�¡� y)««{�­ \\

ª¡� }{�|©ª �¡(¡ª)¡ {ª~ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ~¡}�¡{�¡S z¤¡ }{�|©ª �¡(¡ª)¡ ª¡)��{§0�­

0� {}¤0¡(¡~ '¤¡ª �¤¡ «{¬0«)« |©)ª~ ©¢ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡� ¢{§§� 0ª�©

�¤¡ �{ª£¡ |¡�'¡¡ª þWUT�©ª {ª~ þXUT�©ªS �¤¡ª �¤¡ «{¬0«)« |©)ª~ ©¢ �¤¡ }{�|©ª

¨�0}¡� 0� �¡§{¬¡~ ¢�©« þWUT�©ª �© þ[UT�©ª M)ª~¡� þWUT�©ª ©¢ �¤¡ <¬¡~ «{¬0«)«

|©)ª~ ©¢ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡�NQ �¤¡ ª¡� }{�|©ª �¡(¡ª)¡ 0ª}�¡{�¡� '¤¡�¡{�

�¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ~¡}�¡{�¡S z¤¡ }{�|©ª �¡(¡ª)¡ ª¡)��{§0�­ 0� {}¤0¡(¡~ '¤¡ª �¤¡

«{¬0«)« |©)ª~ ©¢ }{�|©ª ¨�0}¡� ¢{§§� 0ª�© �¤¡ �{ª£¡ |¡�'¡¡ª þXUT�©ª {ª~ þYUT�©ªS

XS[ h¤{¨�¡� y)««{�­

z¤0� }¤{¨�¡� ¨�©¨©�¡� { ª©(¡§ «©~¡§ ¢©� ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£ {ª~ §©' }{�|©ª ª¡£©R

�0{�0©ª |¡�'¡¡ª �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡� {ª~ }©ª�)«¡��T£¡ª¡�{�©��S z¤¡ ���{�¡£0}{§ ª¡R

£©�0{�0©ª 0� «©~¡§§¡~ {� { y�{}¦¡§|¡�£ £{«¡R�¤¡©�¡�0} ¨�©|§¡«Q {ª~ �¤¡ {£�¡¡«¡ª�

0� �¡{}¤¡~ |­ <ª~0ª£ �¤¡ ©¨�0«{§ �©§)�0©ª� ¢©� |©�¤ �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡� {ª~ 0ª~0(0~R

){§ }©ª�)«¡��T£¡ª¡�{�©��S g­ 0«¨§¡«¡ª�0ª£ ~­ª{«0} «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡�

{ª~ }{�|©ª ¨�0}¡�Q �¤¡ }©ª�)«¡�� {ª~ £¡ª¡�{�©�� '0�¤ ¤0£¤ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ªR

�0�0¡� }{ª |¡ 0ª}¡ª�0(0�¡~ �© �¡~)}¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢©� �¤¡ ¨�©¨©�¡ ©¢ |0§§ �{(0ª£

{ª~ ¨�©<� 0«¨�©(0ª£Q �¡�¨¡}�0(¡§­S h{�¡ ��)~0¡� |{�¡~ ©ª �¤¡ �SqS ¨©'¡� �­��¡«�

~¡«©ª���{�¡ �¤{� �¤¡ ¨�©¨©�¡~ «©~¡§ {ª~ {§£©�0�¤« }{ª {}¤0¡(¡ )¨ �© ZU J ©¢

¨©§0}­ «{¦¡�L� �{�£¡�� ¢©� }{�|©ª ¡«0��0©ª� �¡~)}�0©ªQ ©)�¨¡�¢©�«0ª£ �¤¡ «©~¡§� ©¢

«)§�0©|¥¡}�0(¡ ©¨�0«0®{�0©ª {ª~ {££�¡£{�¡~ �}¤¡~)§0ª£S k©� }©ª�)«¡��Q '¤¡ª �¤¡­

�¡}¡0(¡ «©�¡ �¤{ª þXXT�©ª ©¢ �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡�Q ^ J ©¢ |0§§ �{(0ª£

}{ª |¡ �¡{§0�¡~ �¤�©)£¤ VU J ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �¡~)}�0©ª |­ })��{0§0ª£ ©� �¤0¢�0ª£

�¤¡ ¨¡{¦ ~¡«{ª~S k©� £¡ª¡�{�©��Q �¤¡ ¨�©¨©�¡~ �}¤¡~)§0ª£ 0«¨�©(¡� �¤¡ ¨¡�}¡ª�{£¡

©¢ £¡ª¡�{�0©ª ¢�©« �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­ �©)�}¡� ¢�©« X^SZX J �© YZSVX J {ª~ ¤{§(¡� �¤¡

{(¡�{£¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� �¤�©)£¤ �{«¨0ª£ ~©'ª �¤¡ ¨©'¡� ©)�¨)�� ¢�©«

}©{§ {ª~ £{�S �¤¡ª �¤¡ }{�|©ª ¨�0}¡� ¡¬}¡¡~ þXXT�©ª {ª~ þ^WT�©ªQ �¤¡ ¨�©<�� ©¢

}©{§ {ª~ £{� £¡ª¡�{�0©ª '©)§~ ~�©¨ �© ª¡£{�0(¡Q �¡�¨¡}�0(¡§­S k©� �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡�Q

'¤¡ª �¤¡ «{¬0«)« «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡� {ª~ }{�|©ª ¨�0}¡� {�¡ �¡� 0ª �¤¡

�{ª£¡� ©¢ þWUT�©ª R þXUT�©ª {ª~ þXUT�©ª R þYUT�©ªQ �¤¡ �¡(¡ª)¡ ©¢ �¡§§0ª£ }{�|©ª

{§§©'{ª}¡ }{ª |¡ }©«¨§¡�¡§­ )�¡~ {� «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ªQ 0S¡S }{�|©ª �¡(¡ª)¡

v}�©|¡� ]Q WUWU



XS[S h¤{¨�¡� y)««{�­ \]

ª¡)��{§0�­ 0� {}¤0¡(¡~S

z¤0� �¡�¡{�}¤ �¡«{0ª� �'© ~0�¡}�0©ª� �© |¡ ¡¬¨§©�¡~ 0ª �¤¡ ª¡¬� }¤{¨�¡�_ k0���Q

0ª �¤¡ ¨�{}�0}{§ �}¤¡~)§0ª£ ¨�©}¡��Q 0ª~0(0~){§ }©ª�)«¡��T£¡ª¡�{�©�� ¤{(¡ 0~0©�­ªR

}�{�0} ¨�¡¢¡�¡ª}¡�Q ¡S£S |0§§ �{(0ª£Q )�0§0�­ 0«¨�©(0ª£Q ©� }©�� �{(0ª£Q '¤0}¤ �¡�)0�¡�

{ �}{§{|§¡ «©~¡§ �© }{¨�)�¡ �¤¡�¡ ¨�¡¢¡�¡ª}¡� '0�¤ ~0(¡��¡ ¨{�{«¡�¡�� {ª~ ©|¥¡}�0(¡

¢)ª}�0©ª�S m©'¡(¡�Q �¤0� '©)§~ 0ª}�¡{�¡ �¤¡ }©«¨)�{�0©ª{§ |)�~¡ª ©¢ ©)� ~¡�0£ª¡~

0ª�¡§§0£¡ª� ¤¡)�0��0} {§£©�0�¤«S k©� �¤¡ }{�¡ ©¢ �©§(0ª£ { �}¤¡~)§0ª£ ¨�©|§¡« '0�¤

ι 0�¡�{�0©ª�Q ©ª}¡ 0� 0� }©«|0ª¡~ '0�¤ |K| }©ª�)«¡�� {ª~ |I| £¡ª¡�{�©��Q �¤¡ }©«R

¨)�{�0©ª{§ }©«¨§¡¬0�­ '©)§~ 0ª}�¡{�¡ �© O
(
ι|K|+|I|)S nª �¤¡ ª¡¬� }¤{¨�¡�Q �¤0� 0��)¡

0� ©(¡�}©«¡ |­ )�0ª£ �¤¡ «{}¤0ª¡ §¡{�ª0ª£ {� { «©~¡§R¢�¡¡ {¨¨�©{}¤ �© ¡¬��{}�

0~0©�­ª}�{�0} ¨�¡¢¡�¡ª}¡� {ª~ §¡{�ª �© «{¦¡ �¤¡ ©¨�0«{§ ~¡}0�0©ª�S y¡}©ª~Q �¤0�

}¤{¨�¡� {��)«¡� �¤¡ B{� ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}0ª£ �}¤¡«¡ �© �¨¡}0<}{§§­ 0ª(¡��0£{�¡ �¤¡ 0«R

¨{}�� ©¢ }{�|©ª ¨�0}¡� {ª~ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡�Q '¤0}¤ �¡«{0ª� �¤¡ ¡;¡}��

©¢ �¡{§R�0«¡ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}0ª£ �}¤¡«¡ ©ª �¤¡ £¡ª¡�{�0©ªQ }©ª�)«¨�0©ªQ {ª~ }{�|©ª

¡«0��0©ª� �© |¡ 0ª(¡��0£{�¡~S u¡¬� }¤{¨�¡� '0§§ ¡¬¨§©0� ¨�0}¡ ¡§{��0}0�0¡� �© {ª{§­�¡

�¤¡�¡ ¡;¡}�� {ª~ }{¨�)�¡ ({�0©)� ¡ª¡�£­ ¨{��¡�ª�S

v}�©|¡� ]Q WUWU



h¤{¨�¡� Y

i{�{Ri�0(¡ª ��©�)«¡�Rh¡ª��0} s©'

h{�|©ª jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ ��0ª£

s¡{�ª0ª£ f¨¨�©{}¤¡�

YSV nª��©~)}�0©ª

z¤¡ {~({ª}¡� ©¢ �«{�� £�0~� {ª~ �«{�� «¡�¡�� ¡ª{|§¡ 0ª}�¡{�0ª£ ª)«|¡� ©¢ }©ªR

�)«¡�� �© ¨�©~)}¡ ©� ��©�¡ ¡ª¡�£­ 0ª ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦� �¤�©)£¤ ¡¬¨§©0�0ª£ ixjy�

{ª~ |{��¡�0¡�Q §¡{~0ª£ �© { ª¡' <£)�¡_ ¨�©�)«¡�� �YW�S nª �¤¡ <¡§~ ©¢ ¡ª¡�£­ «{�¦¡��Q

¨�©�)«¡�� {�¡ �¡�0~¡ª�0{§Q }©««¡�}0{§Q {ª~ 0ª~)���0{§ )�¡��Q '¤© {}�0(¡§­ ¨�©~)}¡

�)�¨§)� ¡ª¡�£­ {ª~ ¢¡¡~ 0� 0ª�© { ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦ {¢�¡� �¡§¢R}©ª�)«¨�0©ª` �¤¡ª

¨�©�)«¡��L ~¡«{ª~ }{ªª©� |¡ «¡� |­ �¡§¢R£¡ª¡�{�0©ªQ �¤¡­ }©ª�)«¡ ¡ª¡�£­ ¢�©«

�¤¡ ¨©'¡� £�0~�S z¤0� }¤{¨�¡� ¨�©¨©�¡� { ª©(¡§ ~{�{R~�0(¡ª ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£ �©©§

¢©� ¨�©�)«¡�� |­ )�0ª£ �¤¡ §¡{�ª0ª£ {¨¨�©{}¤¡� �© ©(¡�}©«¡ �¤¡ 0��)¡ ©¢ }©«¨)�{R

�0©ª{§ |)�~¡ª {ª~ 0ª(¡��0£{�¡ �¤¡ ¡;¡}�� ©¢ �¡{§R�0«¡ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}0ª£ �}¤¡«¡Q {�

�¡«{0ª¡~ 0ª h¤{¨�¡� XS z¤¡ ��¡¨ ©¢ �©§(0ª£ ©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|§¡« )�0ª£ 0ª�¡§§0£¡ª�

¤¡)�0��0} {§£©�0�¤« 0� �¡¨§{}¡~ |­ �¤¡ §¡{�ª0ª£ {¨¨�©{}¤¡�Q 0ª}§)~0ª£ ~¡¡¨ ª¡)�{§

ª¡�'©�¦� Miuu�N {ª~ huu�S z¤¡ §¡{�ª0ª£ {¨¨�©{}¤¡� ©ª§­ �¡�)0�¡ ¤0��©�0}{§ ~{�{

¢©� §¡{�ª0ª£ �© «{¦¡ ©¨�0«{§ �}¤¡~)§0ª£ ~¡}0�0©ª� '0�¤ �¤¡ {~({ª�{£¡ ©¢ 0«¨�©(¡~

�}{§{|0§0�­ {ª~ �¡~)}¡~ }©«¨)�{�0©ª{§ }©«¨§¡¬0�­S z¤¡ ¡;¡}�� ©¢ �¡{§R�0«¡ ¡§¡}��0}R

0�­ ¨�0}0ª£ �}¤¡«¡ ©ª £¡ª¡�{�0©ªQ }©ª�)«¨�0©ªQ {ª~ }{�|©ª ¡«0��0©ª� {�¡ ¨�©}¡��¡~

\^



YSVS nª��©~)}�0©ª ]U

{� }©��¡�¨©ª~0ª£ �¤�¡¡ �­¨¡� ©¢ ~­ª{«0} ¨�0}¡ ¡§{��0}0�0¡�S z¤¡�¡ ~­ª{«0} ¨�0}¡ ¡§{�R
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f� �¤¡ ��{0ª0ª£ ¨¤{�¡Q �¡{§R�0«¡ «¡�¡�0ª£ ~{�{ ©¢ 0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡�� 0� ��©�¡~

0ª ~{�{ '{�¡¤©)�¡Q {ª~ )�¡~ |­ �¤¡ «{ª)¢{}�)�¡� ©¢ �¤¡ ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£ �©©§ �©

��{0ª �¤¡ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦� )ª~¡� { �)¨¡�(0�¡~ §¡{�ª0ª£ «©~¡S �ª}¡��{0ª�0¡� }{)�¡~

|­ �¤¡ 0ª�¡�«0��¡ª}­ ©¢ �¤¡ ixjy� {ª~ B¡¬0|§¡ ~¡«{ª~ {�¡ {ª{§­�¡~ |­ �¤¡ ~¡R
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{ª~ ¡§{��0}0�­ 0«{£¡� {�¡ )�¡~ {� ��{0ª0ª£ 0ª¨)��S z¤¡ ��{0ª0ª£ §{|¡§� {�¡ ©¨�0R

«{§ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡� ­0¡§~¡~ ¢�©« �©§(0ª£ �¤¡ ¨�¡¢¡�¡ª}¡� ©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|§¡«�S

z¤¡�¡ ¨�¡¢¡�¡ª}¡� {�¡ ¨�¡~¡<ª¡~ |­ �¤¡ )�¡��Q �)}¤ {� ¡§¡}��0}0�­ |0§§ �{(0ª£Q )�0§0�­

0«¨�©(0ª£Q {ª~ £¡ª¡�{�0ª£ }©�� �{(0ª£S

f� �¤¡ ~¡¨§©­0ª£ ¨¤{�¡Q �¤¡ ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£ �©©§ '0�¤ ��{0ª¡~ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦�

0� ~¡¨§©­¡~ �© 0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡��L �0~¡�S �0�¤ �¡{§R�0«¡ ~{�{ ¢�©« �¤¡ ¨�©�)«¡�L�

�«{�� «¡�¡�Q �¤¡ �}¤¡~)§0ª£ �©©§ {)�©«{�0}{§§­ «{¦¡� ©¨�0«{§ ~¡}0�0©ª� ¢©� �¤¡ ª¡¬�R

~{­ ¨�©�)«¨�0©ª �}¤¡~)§0ª£Q {ª~ �¡ª~� �¤¡�¡ ©¨�0«{§ ~¡}0�0©ª� �© �¤¡ }©ª��©§§¡�

'¤0}¤ }©ª��©§� |©�¤ £¡ª¡�{�©�� {ª~ §©{~�S

YSX z�{0ª0ª£ �¤{�¡ ©¢ jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ z©©§

nª �¤0� �¡}�0©ªQ �¤¡ ��{0ª0ª£ ¨¤{�¡ ©¢ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£ �©©§ 0� ~0�R

})��¡~S z¤¡ B©'}¤{�� ©¢ �¤¡ ��{0ª0ª£ ¨¤{�¡ 0� �¤©'ª 0ª k0£S YSWS z¤¡ ¤0��©�0}{§

«¡�¡�0ª£ ~{�{ 0� <���§­ ¨�©}¡��¡~ |­ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ �}¡ª{�0©� {ª{§­�0� {¨¨�©{}¤ 0ª

y¡}�0©ª YSXSVS z¤¡ ~­ª{«0} ¨�0}¡ ¡§{��0}0�0¡� {�¡ ¨�©}¡��¡~ {� ¡§{��0}0�­ 0«{£¡� |­

�¤¡ ¨�©¨©�¡~ ¨�©�)«¨�0©ª ¨{��¡�ª� ¨�©}¡��0ª£ {¨¨�©{}¤ 0ª y¡}�0©ª YSXSWQ 0ª ©�~¡� �©

¡¬��{}� 0ª��0ª�0} ¢¡{�)�¡� ©¢ ¨�©�)«¡�� |­ �{¦0ª£ {~({ª�{£¡ ©¢ ¨{��¡�ª �¡}©£ª0�0©ª
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�0©ª YSXSXS z¤¡ ¨�¡¢¡�¡ª}¡� 0ª ©)� �¡�¡{�}¤ {�¡ ~¡<ª¡~ {� «0ª0«0�0ª£ �¤¡ }©��� {ª~

}{�|©ª ¡«0��0©ª� |­ ©¨�0«{§§­ «©~0¢­0ª£ �¤¡ £¡ª¡�{�0©ª {ª~ }©ª�)«¨�0©ª ¨�©<§¡�
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©¢ �¤¡ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦�S z¤0� {�}¤0�¡}�)�¡ ©¢ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦� 0� ~¡�}�0|¡~ 0ª y¡}�0©ª

YSXSYS z¤¡ ©(¡�{§§ {§£©�0�¤« ©¢ �¤¡ ��{0ª0ª£ ¨¤{�¡ 0� �¤©'ª 0ª f§£©�0�¤« WS

k0£)�¡ YSW_ k§©'}¤{�� ©¢ �¤¡ ��{0ª0ª£ ¨¤{�¡ ©¢ �¤¡ ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£ �©©§S m0��©�0R

}{§ ~{�{ 0� ¨�©}¡��¡~ |­ �¤¡ �}¡ª{�0©� {ª{§­�0� {ª~ ¨�©�)«¨�0©ª ¨{��¡�ª� ¨�©}¡��0ª£

{¨¨�©{}¤¡� {� ��{0ª0ª£ 0ª¨)�� ©¢ ~¡ª�¡ §{­¡�� {ª~ }©ª(©§)�0©ª{§ §{­¡��Q �¡�¨¡}�0(¡§­S

z¤¡ ��{0ª0ª£ §{|¡§� {�¡ ©¨�0«{§ �}¤¡~)§0ª£ ~¡}0�0©ª� ­0¡§~¡~ |­ �©§(0ª£ �¤¡ ¨�¡¢¡�R

¡ª}¡� ©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|§¡«�S

f§£©�0�¤« W f§£©�0�¤« ©¢ z�{0ª0ª£ �¤{�¡ ©¢ �¤¡ jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ z©©§
nª¨)�_ ¤0��©�0}{§ ~{�{ pt,mQ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡ πt

V_ £¡ª¡�{�¡ |X | �}¡ª{�0©�Q ¡{}¤ �}¡ª{�0© pt,x '0�¤ ©}})��¡ª}¡ ¨�©|{|0§0�­ ��(pt,x) =

1/ |X |

W_ ¢©� x = 1, ..., |X | ~©

X_ ¨�©}¡�� ¡§{��0}0�­ 0«{£¡� Φx (ta, tb,Ξ) {� k0£S YSZ

Y_ �©§(¡ ¨�¡¢¡�¡ª}¡� ©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|§¡« �© ©|�{0ª ©¨�0«{§ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡�

∆p∗
x

Z_ ��{0ª ª¡)�{§ ª¡�'©�¦� {� MYSXSWXN

[_ ¡ª~ ¢©�

v)�¨)�_ ��{0ª¡~ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦� fnn

YSXSV y}¡ª{�0©� fª{§­�0�

f� �¤¡ ��{0ª0ª£ ¨¤{�¡Q �¤¡ �}¡ª{�0©� {ª{§­�0� {0«� {�_ VN ~{�{ {)£«¡ª�{�0©ª �© {(©0~

�¤¡ ©(¡�<��0ª£ ¨�©|§¡« �V][� }{)�¡~ |­ §0«0�¡~ �{«¨§¡�` WN {}})�{�¡§­ {ª{§­�0ª£

v}�©|¡� ]Q WUWU
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0ª��0ª�0} ¢¡{�)�¡� ©¢ ¨�©�)«¡�� |­ }©(¡�0ª£ «©�¡ ¨©�¡ª�0{§ 0ª¢©�«{�0©ª ©¢ ¨�©�)«¨R

�0©ª ¨{��¡�ª� )ª~¡� )ª}¡��{0ª�0¡�S z¤¡ ~{�{ {)£«¡ª�{�0©ª 0� {}¤0¡(¡~ |­ £¡ª¡�{�0ª£

�}¡ª{�0©� )�0ª£ ��{�0��0}{§ {¨¨�©{}¤¡� 0ª}§)~0ª£ ¦¡�ª¡§ ~¡ª�0�­ ¡��0«{�0©ª {ª~ s{�0ª

m­¨¡�})|¡ �{«¨§0ª£S j{}¤ ¡{}¤ £¡ª¡�{�¡~ �}¡ª{�0© �¡¨�¡�¡ª�� { ¨©��0|§¡ ({�0{�0©ª

©¢ )ª}¡��{0ª ({�0{|§¡�S f}})�{�¡§­ ¡({§){�0ª£ �¤¡ ~0���0|)�0©ª� ©¢ )ª}¡��{0ª ({�0R

{|§¡� 0� { ¨�¡�¡�)0�0�¡ ¢©� �}¡ª{�0©� £¡ª¡�{�0©ªS f ª©ªR¨{�{«¡��0} ¡��0«{�0©ª �VW^�

'¤0}¤ ©ª§­ �¡§0¡� ©ª ¤0��©�0}{§ ~{�{ }{ª }{¨�)�¡ �¤¡ ��©}¤{��0} ¢¡{�)�¡ ©¢ ixjy� {ª~

B¡¬0|§¡ ~¡«{ª~Q '0�¤©)� �¤¡ ª¡¡~ ©¢ ~0���0|)�0©ª� {ª~ {��)«¡~ ¨{�{«¡�¡�� 0ª ¨{�{R

«¡��0} ¡��0«{�0©ªS z¤0� �¡�¡{�}¤ �¤¡�¡¢©�¡ )�¡� �¤¡ ª©ªR¨{�{«¡��0} ¦¡�ª¡§ ~¡ª�0�­

¡��0«{�0©ª �V]\� {¨¨�©{}¤ �© ¡��0«{�¡ �¤¡ ¨�©|{|0§0�­ ~¡ª�0�­ ¢)ª}�0©ª ©¢ )ª}¡��{0ª

({�0{|§¡�S

�0�¤ �¤¡ ¡��0«{�¡~ ~¡ª�0�­ ¢)ª}�0©ªQ �¤¡ s{�0ª m­¨¡�})|¡ �{«¨§0ª£ �V]]� 0� �¤¡ª

0«¨§¡«¡ª�¡~ �© ¨�©~)}¡ �¤¡ �}¡ª{�0©�S z¤¡ �¡{�©ª 0� �¤{� }©«¨{�¡~ �© �{ª~©« �{«R

¨§0ª£ {¨¨�©{}¤Q �)}¤ {� t©ª�¡ h{�§© y0«)§{�0©ª �V]^�Q s{�0ª m­¨¡�})|¡ �{«¨§0ª£

}{ª {(©0~ ©(¡�R}©ª}¡ª��{�0©ª |­ �¨{}¡R<§§0ª£ �© {� �© �¡~)}¡ �¤¡ ��{ª~{�~ ~¡(0{�0©ª

©¢ �{«¨§¡�Q '¤0}¤ «¡{ª� �¤{� �}¡ª{�0©� {�¡ £¡ª¡�{�¡~ ©(¡� �¤¡ ¡ª�0�¡ ¢¡{�0|§¡ �{ª£¡

©¢ �¤¡ ¤0��©�0}{§ ~{�{ �© £){�{ª�¡¡ �¤¡ {}})�{}­ '0�¤ �¡~)}¡~ ª)«|¡� ©¢ �{«¨§¡�S

x¡}{§§ �¤{� I {ª~ K ~¡ª©�¡ �¤¡ 0ª~¡¬ �¡�� ©¢ £¡ª¡�{�©�� {ª~ §©{~� ©¢ { ¨�©�)«¡�Q

�¡�¨¡}�0(¡§­S z¤¡ ¨©'¡� £¡ª¡�{�0©ª ©¢ £¡ª¡�{�©� i ∈ I {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t 0� ~¡ª©�¡~

|­ pi,tS z¤¡ ¨©'¡� }©ª�)«¨�0©ª ©¢ §©{~ k ∈ K {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t 0� ~¡ª©�¡~ |­

pk,tS z¤¡ �¡�{0§ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡ {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t 0� ~¡ª©�¡~ |­ πtS k©� �0«¨§0}0�­Q

pi,tQ pk,tQ {ª~ πt {�¡ �¡¨�¡�¡ª�¡~ |­ {ª )ª}¡��{0ª ({�0{|§¡ pt 0ª �¤0� �)|�¡}�0©ªS s¡�

M ~¡ª©�¡ �¤¡ 0ª~¡¬ �¡� ©¢ ¤0��©�0}{§ «¡�¡�0ª£ ~{�{S f ~{�{ �{«¨§¡ m ∈ M ©¢

)ª}¡��{0ª ({�0{|§¡ pt 0� ~¡ª©�¡~ |­ pt,mS z¤¡ )ª¦ª©'ª ~¡ª�0�­ ¢)ª}�0©ª ©¢ pt 0� �¤¡ª

<��¡~ ¢�©« �¤¡ �¡� ©¢ �¤¡ ¤0��©�0}{§ ~{�{ |­ )�0ª£ �¤¡ ¦¡�ª¡§ ~¡ª�0�­ ¡��0«{�0©ª �V]\�

{�

f̃ (pt) :=
1

|M| · ς

|M|∑

m=1

f¦¡�ª¡§

(
pt − pt,m

h

)
, MYSXSVN

'¤¡�¡ f̃ (·) 0� �¤¡ ¡��0«{�¡~ ¦¡�ª¡§ ~¡ª�0�­ ¢)ª}�0©ª ©¢ �¤¡ )ª}¡��{0ª ({�0{|§¡ ptQ

|M| 0� �¤¡ ª)«|¡� ©¢ ¤0��©�0}{§ ~{�{Q ς 0� �¤¡ |{ª~'0~�¤ �«©©�¤0ª£ ¨{�{«¡�¡�Q {ª~

f¦¡�ª¡§ (·) 0� �¤¡ ¦¡�ª¡§ ¢)ª}�0©ªS l{)��0{ª ¦¡�ª¡§ ¢)ª}�0©ª 0� )�¡~ ~)¡ �© 0�� ¤0£¤

{}})�{}­ �V^U�S z¤¡ ¦¡�ª¡§ ¢)ª}�0©ª 0� ¨§{}¡~ {�©)ª~ ¡{}¤ ¤0��©�0}{§ ~{�{ pt,m �©

v}�©|¡� ]Q WUWU
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}©ª���)}� f̃ (pt) |­ �¤¡ �)« ©¢ |M| ¦¡�ª¡§� {� �¤©'ª 0ª k0£S YSXS

k0£)�¡ YSX_ y}¤¡«{�0} 0§§)���{�0©ª ©¢ �¤¡ ¦¡�ª¡§ ~¡ª�0�­ ¡��0«{�0©ªS z¤¡ ¦¡�ª¡§

¢)ª}�0©ª f¦¡�ª¡§ 0� ¨§{}¡~ {�©)ª~ ¡{}¤ ¤0��©�0}{§ ~{�{ pt,mS z¤¡ ¡��0«{�¡~ ¦¡�ª¡§

~¡ª�0�­ ¢)ª}�0©ª f̃ (pt) 0� }©ª���)}�¡~ |­ �¤¡ �)« ©¢ |M| ¦¡�ª¡§�S

s¡� f})«)§ (pt) ~¡ª©�¡ �¤¡ })«)§{�0(¡ ~¡ª�0�­ ¢)ª}�0©ª ©¢ �¤¡ )ª}¡��{0ª ({�0{|§¡

ptQ '¤¡�¡ f})«)§ (pt) 0� ©|�{0ª¡~ |­ �¤¡ 0ª�¡£�{§ ©¢ f̃ (pt)S s¡� X ~¡ª©�¡ �¤¡ 0ª~¡¬ �¡�

©¢ �}¡ª{�0©� {ª~ |X | ~¡ª©�¡ �¤¡ ª)«|¡� ©¢ �}¡ª{�0©�S z© £¡ª¡�{�¡ �¤¡ ~¡�0�¡~ |X |

�}¡ª{�0©�Q �¤¡ ({§)¡ �{ª£¡ ©¢ �¤¡ })«)§{�0(¡ ~¡ª�0�­ ¢)ª}�0©ª f})«)§ (pt)Q 0S¡S �UQV�Q 0�

¡�){§§­ ~0(0~¡~ 0ª�© |X | �)|0ª�¡�({§�S z¤¡ �}¡ª{�0© x ∈ X ©¢ )ª}¡��{0ª ({�0{|§¡ ptQ

~¡ª©�¡~ |­ pt,xQ 0� £¡ª¡�{�¡~ ¢�©« ¡{}¤ �)|0ª�¡�({§ |­ )�0ª£ �¤¡ s{�0ª m­¨¡�})|¡

�{«¨§0ª£ �V]]� {�

f})«)§ (pt) |pt=pt,x :=

(
1

|X |

)
· ϑ+

x− 1

|X |
, MYSXSWN

'¤¡�¡ ϑ ∈ [0, 1] 0� { �{ª~©« ({�0{|§¡ ¢©§§©'0ª£ { )ª0¢©�« ~0���0|)�0©ªS z¤¡ ({§)¡ ©¢

�}¡ª{�0© }{ª |¡ }{§})§{�¡~ |­ �¤¡ 0ª(¡��¡ ¢)ª}�0©ª {�

pt,x = f−1
})«)§

[
f})«)§ (pt) |pt=pt,x

]
, MYSXSXN

z¤¡ ©}})��¡ª}¡ ¨�©|{|0§0�­ ©¢ pt,x }{ª |¡ ©|�{0ª¡~ {�

��(pt,x) =
1

|X |
, MYSXSYN

'¤¡�¡ �� (pt,x) 0� �¤¡ ©}})��¡ª}¡ ¨�©|{|0§0�­ ©¢ �}¡ª{�0© pt,xS

v}�©|¡� ]Q WUWU
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z¤¡ �}¤¡«{�0} 0§§)���{�0©ª ©¢ �¤¡ s{�0ª m­¨¡�})|¡ �{«¨§0ª£ 0� ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª k0£S

YSYS z¤¡ {¨¨�©{}¤ ©¢ �}¡ª{�0©� {ª{§­�0� }©��¡�¨©ª~� �© �¤¡ §0ª¡ V 0ª f§£©�0�¤« WS

k0£)�¡ YSY_ y}¤¡«{�0} 0§§)���{�0©ª ©¢ �¤¡ s{�0ª m­¨¡�})|¡ �{«¨§0ª£S z¤¡ ({§)¡ �{ª£¡

©¢ �¤¡ })«)§{�0(¡ ~¡ª�0�­ ¢)ª}�0©ª f})«)§ (pt) 0� ¡�){§§­ ~0(0~¡~ 0ª�© |X | �)|0ª�¡�({§�S

z¤�©)£¤ �{ª~©« �{«¨§0ª£ ¢�©« ¡{}¤ �)|0ª�¡�({§Q �¤¡ �}¡ª{�0© pt,x }{ª |¡ ©|�{0ª¡~

|­ �¤¡ 0ª(¡��¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ f})«)§ (pt) |pt=pt,x S z¤¡ ©}})��¡ª}¡ ¨�©|{|0§0�­ ©¢ ¡{}¤

�}¡ª{�0© ¡�){§� �© 1/ |X |S

YSXSW ��©�)«¨�0©ª �{��¡�ª� ��©}¡��0ª£

s¡� pi,t,x {ª~ pk,t,x ~¡ª©�¡ �¤¡ ¨©'¡� £¡ª¡�{�0©ª ©¢ £¡ª¡�{�©� i {ª~ }©ª�)«¨�0©ª ©¢

§©{~ k ©¢ �}¡ª{�0© x {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tQ �¡�¨¡}�0(¡§­S x¡}{§§ �¤{� T ~¡ª©�¡� �¤¡

0ª~¡¬ �¡� ©¢ �}¤¡~)§0ª£ �0«¡S k0���Q �¤¡ ¡;¡}�� ©¢ �¡{§R�0«¡ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}0ª£ �}¤¡«¡

©ª £¡ª¡�{�0©ªQ }©ª�)«¨�0©ªQ {ª~ }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{ª |¡ ¨�©}¡��¡~ �© }©��¡�¨©ª~0ª£

�¤�¡¡ �­¨¡� ©¢ ~­ª{«0} ¨�0}¡ ¡§{��0}0�0¡�S z¤¡�¡ �¤�¡¡ �­¨¡� ©¢ ¨�0}¡ ¡§{��0}0�0¡�

~¡�}�0|¡ �¤¡ ¨¡�}¡ª�{£¡ }¤{ª£¡ 0ª £¡ª¡�{�0©ªQ }©ª�)«¨�0©ªQ {ª~ }{�|©ª ¡«0��0©ª�

'¤¡ª �¤¡�¡ 0� { ©ª¡ ¨¡�}¡ª� }¤{ª£¡ 0ª ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡S m¡ª}¡Q z¤¡­ �¡¨�¡�¡ª�

0ª��0ª�0} ¢¡{�)�¡� ©¢ 0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡��Q ~¡<ª¡~ {� �¤¡ ¨�©�)«¨�0©ª ¨{��¡�ª�S

¼ ��0}¡ j§{��0}0�­ ©¢ l¡ª¡�{�0©ª_ �¤¡ª �¤¡ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡� }¤{ª£¡ ¢�©« πta {�

�}¤¡~)§0ª£ �0«¡ ta ∈ T �© πtb {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tb ∈ T Q { ¨�©�)«¡�L� �©�{§

¨©'¡� £¡ª¡�{�0©ª ©¢ �}¡ª{�0© x }©��¡�¨©ª~0ª£§­ }¤{ª£¡� ¢�©«
∑

i∈I pi,ta,x �©

v}�©|¡� ]Q WUWU
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∑
i∈I pi,tb,xS z¤¡ ¨�0}¡ ¡§{��0}0�­ ©¢ £¡ª¡�{�0©ª |¡�'¡¡ª ta {ª~ tb }{ª |¡ ~¡<ª¡~

{�

ξpi,x(ta, tb) :=

(∑

i∈I

pi,ta,x − pi,tb,x
pi,ta,x

)
·
(

πta

πta − πtb

)
, MYSXSZN

'¤¡�¡ ξpi,x (·) 0� �¤¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ¨�0}¡ ¡§{��0}0�­ ©¢ £¡ª¡�{�0©ª |¡�'¡¡ª {ª­ �'©

�}¤¡~)§0ª£ �0«¡S

¼ ��0}¡ j§{��0}0�­ ©¢ h©ª�)«¨�0©ª_ �¤¡ª �¤¡ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡� }¤{ª£¡ ¢�©« πta

{� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ ta ∈ T �© πtb {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tb ∈ T Q { ¨�©�)«¡�L� �©�{§

¨©'¡� }©ª�)«¨�0©ª ©¢ �}¡ª{�0© x }©��¡�¨©ª~0ª£§­ }¤{ª£¡� ¢�©«
∑

k∈K pk,ta,x

�©
∑

k∈K pk,tb,xS z¤¡ ¨�0}¡ ¡§{��0}0�­ ©¢ }©ª�)«¨�0©ª |¡�'¡¡ª ta {ª~ tb }{ª |¡

~¡<ª¡~ {�

ξpk,x(ta, tb) :=

(∑

k∈K

pk,ta,x − pk,tb,x
pk,ta,x

)
·
(

πta

πta − πtb

)
, MYSXS[N

'¤¡�¡ ξpk,x (·) 0� �¤¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ¨�0}¡ ¡§{��0}0�­ ©¢ }©ª�)«¨�0©ª |¡�'¡¡ª {ª­

�'© �}¤¡~)§0ª£ �0«¡S

¼ ��0}¡ j§{��0}0�­ ©¢ h{�|©ª j«0��0©ª�_ z¤¡�¡ {�¡ �'© ¨©��0©ª� ©¢ }{�|©ª ¡«0�R

�0©ª� }{)�¡~ |­ ¨�©�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)��_ VN �¤¡ª { ¨�©�)«¡� }©ª�)«¡� ¡ªR

¡�£­ ¢�©« �¤¡ «{0ª £�0~Q }{�|©ª ¡«0��0©ª� '0§§ |¡ }{)�¡~ ~)¡ �© �¤¡ £¡ªR

¡�{�0©ª ¢�©« ¢©��0§R¢)¡§§¡~ �©)�}¡�Q ¡S£S }©{§ {ª~ £{�S WN �¤¡ª { ¨�©�)«¡�

)�¡� |0©«{�� ©� ~0¡�¡§ £¡ª¡�{�©��Q �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� {�¡ }{)�¡~ |­ 0�� �¡§¢R

£¡ª¡�{�0©ªS z¤¡�¡ �'© ¨©��0©ª� ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{ª |¡ ~¡�}�0|¡~ {� �¤¡

<��� {ª~ �¡}©ª~ �¡�«� ©¢ �¤¡ ¢©§§©'0ª£ ¡�){�0©ª {�

rt,x = p«{0ª,t,x · ρ«{0ª +
∑

i∈I

pi,t,x · ρi, MYSXS\N

'¤¡�¡ rt,x 0� �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ ©¢ { ¨�©�)«¡�L� �}¡ª{�0© x {� �}¤¡~)§0ª£

�0«¡ tQ p«{0ª,t,x 0� �¤¡ ¨©'¡� ¡¬}¤{ª£¡ ©¢ { ¨�©�)«¡� '0�¤ �¤¡ «{0ª £�0~ ©¢

�}¡ª{�0© x {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tQ ρ«{0ª 0� �¤¡ {(¡�{£¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­

©¢ {§§ £¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡� ¢�©« �¤¡ «{0ª £�0~Q {ª~ ρi 0� �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª�

0ª�¡ª�0�­ ©¢ { ¨�©�)«¡�L� ©'ª £¡ª¡�{�©� iS z¤¡ <��� �¡�« ©¢ MYSXS\N ¤©§~� '¤¡ª

p«{0ª,t,x > 0S

v}�©|¡� ]Q WUWU
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i)¡ �© �¤¡ �¡�{0§ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡� }©(¡� �¤¡ }{�|©ª }©�� ©¢ ¡§¡}��0}0�­ £¡ª¡�{R

�0©ªQ '¡ ~¡<ª¡ �¤¡ ¨�0}¡ ¡§{��0}0�­ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� {�

ξrx(ta, tb) :=

(
rta,x − rtb,x

rta,x

)
·
(

πta

πta − πtb

)
, MYSXS]N

'¤¡�¡ ξrx (·) 0� �¤¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ¨�0}¡ ¡§{��0}0�­ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� |¡�'¡¡ª {ª­

�'© �}¤¡~)§0ª£ �0«¡S

k0£)�¡ YSZ_ y}¤¡«{�0} 0§§)���{�0©ª ©¢ {ª ¡§{��0}0�­ 0«{£¡S z¤¡ 0«{£¡ 0� 0ª �¤¡ ¢©�«

©¢ { XR~0«¡ª�0©ª{§ {��{­ {� Φx (ta, tb,Ξ)Q ∀ta, tb ∈ T S z¤�¡¡ ¡§¡«¡ª�� ©¢ ΞQ 0S¡S

ξpi,x (ta, tb)Q ξpk,x (ta, tb)Q {ª~ ξrx (ta, tb) }©��¡�¨©ª~ �© �¤�¡¡ }©§©)� }¤{ªª¡§�S MtaQ tbN

~¡}0~¡� �¤¡ §©}{�0©ª ©¢ { ¨0¬¡§ {� �¤¡ ¡§{��0}0�­ 0«{£¡S

u¡¬�Q �¤¡ ¨�©�)«¨�0©ª ¨{��¡�ª� ¨�©}¡��0ª£ {¨¨�©{}¤ 0� ~¡(¡§©¨¡~ �© ¨�©}¡�� �¤0�

0ª¢©�«{�0©ª �© |¡ ¡§{��0}0�­ 0«{£¡� {� 0ª¨)�� ©¢ �¤¡ huu�S �ª§0¦¡ �¤¡ ~{�{ ¨�©R

}¡��0ª£ {¨¨�©{}¤ {� ��)~0¡~ |­ h¤©0 ¡� {§S �VWV�Q �© �¡���)}�)�¡ �¤¡ �0«¡R�¡�0¡� ~{�{

v}�©|¡� ]Q WUWU



YSXS z�{0ª0ª£ �¤{�¡ ©¢ jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ z©©§ ^U

¢�©« V×WY �©' (¡}�©� �© Y×[×V «{��0¬ {� { £�¡­�}{§¡ 0«{£¡Q '¡ )�¡ �¤¡ �}¤¡~)§0ª£

�0«¡ ta {ª~ tb �© §©}{�¡ �¤¡ ¨©�0�0©ª ©¢ xR{¬0� {ª~ yR{¬0� ©¢ { ¨0¬¡§ {� {ª 0«{£¡Q

{ª~ {��0£ª �¤�¡¡ �­¨¡� ©¢ ¡§{��0}0�0¡� �© �¤�¡¡ }©§©)� }¤{ªª¡§� Mx l gN ©¢ zR{¬0� ©¢

{ ¨0¬¡§ |­ ¨�©¨©��0©ª{§§­ �}{§0ª£ )¨ �© �¤¡ ({§)¡ �{ª£¡ ©¢ ¨0¬¡§Q 0S¡S �UQWZZ�S m¡ª}¡Q

{ XR~0«¡ª�0©ª{§ {��{­Q 0S¡S ¡§{��0}0�­ 0«{£¡Q 0� ¢©�«¡~ {� �¤©'ª 0ª k0£S YSZQ ~¡ª©�¡~

{� Φx (ta, tb,Ξ)Q ∀ta, tb ∈ T Q '¤¡�¡ Ξ =
[
ξpi,x (ta, tb) , ξpk,x (ta, tb) , ξrx (ta, tb)

]
0� �¤¡

(¡}�©� ©¢ ¨�0}¡ ¡§{��0}0�0¡� |¡�'¡¡ª {ª­ �'© �}¤¡~)§0ª£ �0«¡S z¤¡�¡ X ~0«¡ª�0©ª�

taQ tbQ {ª~ Ξ }©��¡�¨©ª~ �© �¤¡ ¤¡0£¤�Q '0~�¤Q {ª~ ~¡¨�¤ ©¢ {ª ¡§{��0}0�­ 0«{£¡Q

�¡�¨¡}�0(¡§­Q {ª~ �¤¡ ~¡¨�¤ �¡¢¡�� �© �¤�¡¡ }©§©)� }¤{ªª¡§�S y0ª}¡ { ¨�0}¡ ¡§{��0}0�­

¢�©« �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ ta �© �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tb ~©¡� ª©� ¡�){§ �© �¤{� ¢�©« �}¤¡~)§0ª£

�0«¡ tb �© �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ ta {}}©�~0ª£ �© MYSXSZN MYSXS[N {ª~ MYSXS\NQ �¤¡ ¡§{��0}0�­

0«{£¡ 0� {�­««¡��0} '0�¤ �¡�¨¡}� �© �¤¡ ~0{£©ª{§S f~~0�0©ª{§§­Q �0ª}¡ �¤¡ ¨�0}¡ ¡§{�R

�0}0�0¡� �¡B¡}� �¤¡ ¡;¡}�� ©¢ ¨�0}¡ }¤{ª£¡ |¡�'¡¡ª �'© �}¤¡~)§0ª£ �0«¡Q �¤¡ ~0{£©ª{§

¡§¡«¡ª��Q 0S¡S tabtb {�¡ �¡� {� ®¡�©S nª �¤¡ ¡§{��0}0�­ 0«{£¡Q { |�0£¤�¡� ¨0¬¡§ «¡{ª�

�¤¡ ¨�©�)«¨�0©ª ©� }{�|©ª ¡«0��0©ª� |¡�'¡¡ª �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ 0ª~0}{�¡~ |­ 0�� xR

{¬0� {ª~ yR{¬0� {�¡ ¡{�0¡� �© |¡ �}¤¡~)§¡~ ~)¡ �© { ¤0£¤¡� ¨�0}¡ ¡§{��0}0�­Q '¤¡�¡{�

{ ~{�¦¡� ¨0¬¡§ «¡{ª� �¤¡ ¨�©�)«¨�0©ª ©� }{�|©ª ¡«0��0©ª� |¡�'¡¡ª �}¤¡~)§0ª£ �0«¡

0ª~0}{�¡~ |­ 0�� xR{¬0� {ª~ yR{¬0� {�¡ ¤{�~¡� �© |¡ �}¤¡~)§¡~ ~)¡ �© { §©'¡� ¨�0}¡

¡§{��0}0�­S z¤¡ {¨¨�©{}¤ ©¢ ¨�©�)«¨�0©ª ¨{��¡�ª� ¨�©}¡��0ª£ }©��¡�¨©ª~� �© �¤¡ §0ª¡

X 0ª f§£©�0�¤« WS

z¤¡ }©��¡§{�0©ª ©¢ ξpi,x Q ξpk,x Q {ª~ ξrx 0� ¨�¡�¡ª�¡~ {� { ¨0¬¡§ |­ }©«|0ª0ª£ �¤�¡¡

}©§©)� }¤{ªª¡§�S z¤¡ �¡«¨©�{§ ��{ª�0¡ª� ¢¡{�)�¡ ©¢ ¡§{��0}0�0¡� 0� ¨�¡�¡ª�¡~ {� �¤¡

}©§©)� £�{~0¡ª� |¡�'¡¡ª ¨0¬¡§�S m¡ª}¡Q �¤¡ ¨�©¨©�¡~ {¨¨�©{}¤ ©¢ ¨�©�)«¨�0©ª ¨{�R

�¡�ª� ¨�©}¡��0ª£ }{ª �{¦¡ {~({ª�{£¡ ©¢ �¤¡ ¨{��¡�ª �¡}©£ª0�0©ª }{¨{|0§0�­ ©¢ �¤¡ huu

¢�©« { ¤0£¤R~0«¡ª�0©ª{§ {��{­S fª©�¤¡� {~({ª�{£¡ 0� �¤{� �¤¡ �}{§¡ ~0;¡�¡ª}¡ |¡R

�'¡¡ª ¨�©�)«¨�0©ª M0ª { )ª0� ©¢ ¦�N {ª~ }{�|©ª ¡«0��0©ª� M0ª { )ª0� ©¢ ¦£N }{ª |¡

ª©�«{§0�¡~Q |¡}{)�¡ �¤�¡¡ �­¨¡� ©¢ ¡§{��0}0�0¡� }{ª |¡ ��¡{�¡~ ¡�){§§­ |­ �¤¡ huu�

{� ¨0¬¡§ ¡§¡«¡ª�� '0�¤ �¤¡ �{«¡ ({§)¡ �{ª£¡S

v}�©|¡� ]Q WUWU
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YSXSX ��¡¢¡�¡ª}¡� v¨�0«0�{�0©ª

z¤¡ ¨�©|§¡« ©¢ ¨�¡¢¡�¡ª}¡� ©¨�0«0�{�0©ª 0� ©ª§­ �©§(¡~ {� �¤¡ ��{0ª0ª£ ¨¤{�¡ |­

«{ª)¢{}�)�¡�� ©¢ �¤¡ ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£ �©©§Q {¢�¡� �¤¡ ¤0��©�0}{§ «¡�¡�0ª£ ~{�{ {ª~

¨�¡R~¡<ª¡~ ¨�¡¢¡�¡ª}¡� ¢�©« 0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡�� {�¡ �¡}¡0(¡~S f� �¤¡ ~¡¨§©­0ª£

¨¤{�¡Q ��{0ª¡~ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦� }{ª �¡¨§{}¡ �¤¡ ��¡¨ ©¢ �©§(0ª£ ©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|R

§¡«� �© {� �© ¤¡§¨ ¡{}¤ ¨�©�)«¡� {)�©«{�0}{§§­ «{¦¡ ¨�¡~0}�¡~ ©¨�0«{§ �}¤¡~)§0ª£

~¡}0�0©ª�S nª ©)� �¡�¡{�}¤Q �¤¡ ¨�¡¢¡�¡ª}¡� ©¢ 0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡�� {�¡ ~¡<ª¡~ {�

«0ª0«0�0ª£ �¤¡ }©��� ©¢ )�0ª£ ¡§¡}��0}0�­ {ª~ �¡~)}0ª£ �¤¡ �©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª�

}{)�¡~ |­ ¨�©�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)�� ¢©� �¤¡ ª¡¬� ~{­S z¤¡ ¢©§§©'0ª£ {��)«¨�0©ª� {�¡

«{~¡ '¤¡ª '¡ }©ª�0~¡� { ¨�©�)«¡�L� ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£S

¼ f��)«¨�0©ª V _ y0ª}¡ �¤¡ £¡ª¡�{�©�� {ª~ §©{~� 0ª { ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦ {�¡

ª¡{�|­Q {ª~ �¤¡ {«©)ª� ©¢ £¡ª¡�{�0©ª ¢�©« ¨�©�)«¡�� 0� �«{§§ �¡§{�0(¡ �© �¤¡

�©�{§ £¡ª¡�{�0©ª 0ª ¨©'¡� �­��¡«�S z¤¡ ��{ª�«0��0©ª §©��¡� 0ª �¤¡ ~0���0|)�0©ª

ª¡�'©�¦ {�¡ ª¡£§¡}�¡~S

¼ f��)«¨�0©ª W _ �¤¡ª { ¨�©�)«¡� �¡§§� ¨©'¡� �© �¤¡ «{0ª £�0~Q 0S¡S p«{0ª,t,x < 0Q

�¤¡ �¡§§0ª£ ¨�0}¡ ¡�){§� �© �¤¡ �¡�{0§ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡ {� �¤{� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡S

z¤¡ �¡{�©ª ©¢ �¤0� �0«¨§0<¡~ {��)«¨�0©ª 0� �¤{� �¤0� }¤{¨�¡� �¨¡}0<}{§§­ 0ª(¡�R

�0£{�¡� �¤¡ ¡;¡}�� ©¢ �¡{§R�0«¡ �¡�{0§ ¨�0}0ª£ ©ª ¨�©�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)��S m©'

0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡�� ���{�¡£0}{§§­ ~¡}0~¡ �¤¡0� �¡§§0ª£ ¨�0}¡� ¢©� «{¬0«0�0ª£

�¤¡0� ¨�©<�� '0§§ |¡ 0ª(¡��0£{�¡~ 0ª h¤{¨�¡� ZS

¼ f��)«¨�0©ª X _ z¤¡ ¡ª¡�£­ ��©�{£¡ ~¡(0}¡� {�¡ ¡�)0¨¨¡~ ¢©� 0ª~0(0~){§ ¨�©R

�)«¡�� �© ¤¡§¨ �¤¡« �}¤¡~)§¡ �¤¡ ª©ªR~0�¨{�}¤{|§¡ ixjy�Q ¡S£S '0ª~ {ª~

�©§{�S k©� �¤¡ ¨�©�)«¡�� '0�¤©)� �¤¡ ¡ª¡�£­ ��©�{£¡ ~¡(0}¡�Q �¤¡ «{¬0«)«

��©�{£¡ }{¨{}0�­ {ª~ «{¬0«)« }¤{�£0ª£T~0�}¤{�£0ª£ �{�¡ {�¡ ®¡�©S

��©|§¡« k©�«)§{�0©ª

k0���§­Q ¢�©« �¤¡ ¡}©ª©«0} ¨¡��¨¡}�0(¡Q { ¨�©�)«¡� {0«� �© «0ª0«0�¡ �¤¡ }©��� ©¢

)�0ª£ ¡§¡}��0}0�­ |­ ���{�¡£0}{§§­ «©~0¢­0ª£ ¨©'¡� ¡¬}¤{ª£¡ '0�¤ �¤¡ «{0ª £�0~Q £¡ªR

¡�{�0©ªQ }©ª�)«¨�0©ªQ {ª~ ��©�{£¡ ©¢ ¡{}¤ �}¡ª{�0©S z¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ }©���

v}�©|¡� ]Q WUWU
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©¢ )�0ª£ ¡§¡}��0}0�­ }{ª |¡ «©~¡§§¡~ {�

fu (∆p«{0ª,t,x,∆pi,t,x,∆pk,t,x) :=
∑

t∈T

[
(p«{0ª,t,x −∆p«{0ª,t,x) · πt,x

+
∑

i∈I

(pi,t,x −∆pi,t,x) · δi

+ |∆ps,t,x| · δs

]
·∆t,

MYSXS^N

'¤¡�¡ fu (·) 0� �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ }©��� ©¢ )�0ª£ ¡§¡}��0}0�­ |­ { ¨�©�)«¡�Q

∆p«{0ª,t,x 0� �¤¡ {«©)ª� ©¢ «©~0¢­0ª£ �¤¡ ¨©'¡� ¡¬}¤{ª£¡ ¢�©« �¤¡ «{0ª £�0~ ©¢ {

¨�©�)«¡�L� �}¡ª{�0© x {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tQ ∆pi,t,x 0� �¤¡ {«©)ª� ©¢ «©~0¢­0ª£ �¤¡

£¡ª¡�{�0©ª |­ £¡ª¡�{�©� i ©¢ { ¨�©�)«¡�L� �}¡ª{�0© x {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tQ ∆pk,t,x

0� �¤¡ {«©)ª� ©¢ «©~0¢­0ª£ �¤¡ }©ª�)«¨�0©ª |­ §©{~ k ©¢ { ¨�©�)«¡�L� �}¡ª{�0© x

{� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tQ πt,x 0� �¤¡ �¡�{0§ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡ ©¢ �}¡ª{�0© x {� �}¤¡~)§0ª£

�0«¡ tQ δi 0� �¤¡ ©¨¡�{�0ª£ }©�� }©¡C}0¡ª� ©¢ £¡ª¡�{�©� iQ ∆ps,t,x 0� �¤¡ ¨©'¡� }¤{�£R

0ª£T~0�}¤{�£0ª£ �{�¡ ©¢ { ¨�©�)«¡�L� ¡ª¡�£­ ��©�{£¡ ~¡(0}¡ ©¢ �}¡ª{�0© x {� �}¤¡~)§R

0ª£ �0«¡ tQ {ª~ δs 0� �¤¡ }©�� }©¡C}0¡ª� ©¢ ¡ª¡�£­ ��©�{£¡ ~¡(0�¡�Q {ª~ ∆t 0� �¤¡

�}¤¡~)§0ª£ 0ª�¡�({§S k©� �¤¡ �}¤¡~)§0ª£ 0ª�¡�({§ ©¢ USZ ¤Q '¡ ¤{(¡ M∆tQ|T |NbMUSZQY]NS

z¤¡ ¨©'¡� ~­ª{«0}� ©¢ { ¨�©�)«¡�L� ¡ª¡�£­ ��©�{£¡ ~¡(0}¡ }{ª |¡ ~¡�}�0|¡~ {�

∆ps,t,x=(p«{0ª,t−1,x−∆p«{0ª,t−1,x)−
∑

k∈K

(pk,t−1,x−∆pk,t−1,x)+
∑

i∈I

(pi,t−1,x−∆pi,t−1,x) ,

MYSXSVUN

'¤¡�¡

∆ps,t,x = ps,t,x − ps,t−1,x MYSXSVVN

0ª~0}{�¡� �¤¡ ¨©'¡� }¤{�£0ª£T~0�}¤{�£0ª£ '¤¡ª �¤¡ ({§)¡ ©¢∆ps,t,x 0� ¨©�0�0(¡Tª¡£{�0(¡Q

�¡�¨¡}�0(¡§­Q {ª~ ps,t,x 0� �¤¡ ��©�¡~ ¨©'¡� ©¢ { ¨�©�)«¡�L� ¡ª¡�£­ ��©�{£¡ ~¡(0}¡ ©¢

�}¡ª{�0© x {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tS z¤¡�¡ {�¡ �'© }©ª���{0ª�� ¢©� �¤¡ ¡ª¡�£­ ��©�{£¡

~¡(0}¡� {�

¼ y�©�{£¡ h{¨{}0�­ h©ª���{0ª� _ z¤¡ «{¬0«)« ��©�{£¡ }{¨{}0�­ 0� ~¡�¡�«0ª¡~

|­ �¤¡ «¡~0)« ©¢ ��©�{£¡ ~¡(0}¡� �V^V�S z¤¡ ��©�¡~ ¨©'¡� �¤©)§~ |¡ �¡���0}�¡~

�© }¡��{0ª §0«0�� {�

0 ≤ ps,t,x ≤ p«{¬
s , MYSXSVWN

'¤¡�¡ p«{¬
s 0� �¤¡ «{¬0«)« ��©�{£¡ }{¨{}0�­S

v}�©|¡� ]Q WUWU
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¼ h¤{�£0ª£Ti0�}¤{�£0ª£ x{�¡ h©ª���{0ª� _ z¤¡ }¤{�£0ª£T~0�}¤{�£0ª£ �{�¡ �¤©)§~

|¡ �¡���0}�¡~ |¡§©' �¤¡ «{¬0«)« §0«0� {�

|∆ps,t,x| ≤ ∆p«{¬
s , MYSXSVXN

'¤¡�¡ ∆p«{¬
s 0� �¤¡ «{¬0«)« }¤{�£0ª£T~0�}¤{�£0ª£ �{�¡S

x¡«{�¦ V _ f}}©�~0ª£ �© MYSXSVUNQ �¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡ ©¢ «©~0¢­0ª£ ¨©'¡� ��©�R

{£¡ }{ª |¡ �)|��0�)�¡~ |­ ∆p«{0ª,t,xQ ∆pi,t,xQ {ª~ ∆pk,t,xS k©� �¤¡ ¨�©�)«¡�� '0�¤©)�

�¤¡ ¡ª¡�£­ ��©�{£¡ ~¡(0}¡�Q '¡ ¤{(¡ p«{¬
s = 0 {ª~ ∆ps,t,x = 0S

x¡«{�¦ W _ x¡}{§§ �¤{� 0ª h¤{¨�¡� XQ �¤¡ ©¨¡�{�0ª£ }©��� 0ª}§)~¡ �¤¡ }©��� ©¢

©¨¡�{�0©ªQ «{0ª�¡ª{ª}¡Q ¢)¡§Q {ª~ }{�|©ª }{¨�)�¡ {ª~ ��©�{£¡ M¡¬}§)~0ª£ �¤¡ }©���

©¢ ¨�¡R~¡(¡§©¨«¡ª�Q }©ª���)}�0©ªQ ~¡}©««0��0©ª0ª£Q {ª~ '{��¡NS z¤¡ }©¡C}0¡ª��

©¢ ©¨¡�{�0ª£ }©��� {�¡ ¡({§){�¡~ |­ �¤¡ sh©jS nª �¤0� }¤{¨�¡�Q �¤¡ }{�|©ª }©�� 0�

{§�© }©ª�0~¡�¡~ 0ª�© �¤¡ ©¨¡�{�0ª£ }©��� ¢©� �0«¨§0}0�­Q |¡}{)�¡ �¤¡ B{� }{�|©ª ¨�0}0ª£

�}¤¡«¡ 0� )�¡~ �© �¨¡}0<}{§§­ 0ª(¡��0£{�¡ �¤¡ ¡;¡}�� ©¢ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡�S f~~0�0©ª{§§­Q

�¤¡ ��©�{£¡ }©��� 0ª}§)~¡ �¤¡ }©��� ©¢ ©¨¡�{�0©ªQ «{0ª�¡ª{ª}¡Q }¤{�£0ª£T~0�}¤{�£0ª£

M¡¬}§)~0ª£ �¤¡ 0ª0�0{§ 0ª��{§§¡~ }©��NS z¤¡ }©¡C}0¡ª� ©¢ ��©�{£¡ }©�� 0� ¡({§){�¡~ |­

�¤¡ §¡(¡§0�¡~ }©�� ©¢ ��©�{£¡ Msh©yN �V^W�S z¤¡ sh©y 0� { ~0�}©)ª�¡~ }©�� ¨¡� )ª0�

©¢ }¤{�£¡~T~0�}¤{�£¡~ ¡§¡}��0}{§ ¡ª¡�£­S

y¡}©ª~§­Q ¢�©« �¤¡ ¡ª(0�©ª«¡ª�{§ ¨¡��¨¡}�0(¡Q { ¨�©�)«¡� {0«� �© «0ª0«0�¡ �¤¡

�©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ ¨�©�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)��S z¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª

©¢ �©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{ª |¡ «©~¡§§¡~ {�

fc (∆p«{0ª,t,x,∆pi,t,x,∆pk,t,x) :=
∑

t∈T

[
(p«{0ª,t,x −∆p«{0ª,t,x) · ρ«{0ª

+
∑

i∈I

(pi,t,x −∆pi,t,x) · ρi

]
·∆t,

MYSXSVYN

'¤¡�¡ fc (·) 0� �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ �©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ ¨�©�)«¨�0©ª

|¡¤{(0©)��S z¤¡ <��� �¡�« ©¢ MYSXSVYN ¤©§~� '¤¡ª (p«{0ª,t,x −∆p«{0ª,t,x) > 0S

z¤¡ ¨©'¡� ¡¬}¤{ª£¡Q £¡ª¡�{�0©ª {ª~ }©ª�)«¨�0©ª �¤©)§~ |¡ �¡���0}�¡~ �© }¡��{0ª

§0«0�� }©ª�0~¡�0ª£ �¤¡ }{¨{}0�0¡� ©¢ ¨©'¡� £�0~Q £¡ª¡�{�©�� {ª~ §©{~� {�

p«0ª
«{0ª ≤ p«{0ª,t,x −∆p«{0ª,t,x ≤ p«{¬

«{0ª, MYSXSVZN

v}�©|¡� ]Q WUWU
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p«0ª
i ≤ pi,t,x −∆pi,t,x ≤ p«{¬

i , MYSXSV[N

p«0ª
k ≤ pk,t,x −∆pk,t,x ≤ p«{¬

k , MYSXSV\N

'¤¡�¡ p«0ª
«{0ª {ª~ p«{¬

«{0ª {�¡ �¤¡ «0ª0«)« {ª~ «{¬0«)« ¨©'¡� ¡¬}¤{ª£¡ §¡(¡§� ©¢

¨©'¡� £�0~Q �¡�¨¡}�0(¡§­Q p«0ª
i {ª~ p«{¬

i {�¡ �¤¡ «0ª0«)« {ª~ «{¬0«)« ¨©'¡� £¡ªR

¡�{�0©ª §¡(¡§� ©¢ £¡ª¡�{�©� iQ �¡�¨¡}�0(¡§­Q {ª~ p«0ª
k {ª~ p«{¬

k {�¡ �¤¡ «0ª0«)« {ª~

«{¬0«)« ¨©'¡� }©ª�)«¨�0©ª §¡(¡§� ©¢ §©{~ kQ �¡�¨¡}�0(¡§­S

z¤¡�¡¢©�¡Q �¤¡ ©|¥¡}�0(¡� ©¢ { ¨�©�)«¡� {�¡ �© «0ª0«0�¡ �¤¡ }©��� ©¢ )�0ª£ ¡§¡}R

��0}0�­ {ª~ �¤¡ �©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ ¨�©�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)��Q '0�¤ �¤¡

~¡}0�0©ª ({�0{|§¡� ©¢ «©~0¢­0ª£ ¨©'¡� ¡¬}¤{ª£¡Q £¡ª¡�{�0©ªQ {ª~ }©ª�)«¨�0©ª ©¢

¡{}¤ �}¡ª{�0©Q '¤0}¤ §¡{~� �© { tv� {�

min
∆p«{0ª,t,x,∆pi,t,x,∆pk,t,x

: {fu (∆p«{0ª,t,x,∆pi,t,x,∆pk,t,x) , fc (∆p«{0ª,t,x,∆pi,t,x,∆pk,t,x)} ,

MYSXSV]N

�S�S_ MYSXSVUNQ MYSXSVVNQ MYSXSVWNQ MYSXSVXNQMYSXSVZNQ MYSXSV[NQ {ª~ MYSXSV\NS

y©§)�0©ª f§£©�0�¤«

k0���§­Q �© 0ª}§)~¡ �¤¡ 0ª¡�){§0�­ }©ª���{0ª�� MYSXSVWN {ª~ MYSXSVXN 0ª�© �¤¡ �©§)�0©ª

©¢ ¨�¡¢¡�¡ª}¡� ©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|§¡«Q {ª {~~0�0©ª{§ ¢)ª}�0©ª 0� 0ª��©~)}¡~ �© �¡¨§{}¡

MYSXSVWN {ª~ MYSXSVXN {�

fa (∆p«{0ª,t,x,∆pi,t,x,∆pk,t,x) :=max {−ps,t,x, 0}+max {ps,t,x − p«{¬
s , 0}

+max {|∆ps,t,x| −∆p«{¬
s , 0} ,

MYSXSV^N

'¤¡�¡ fa (·) 0� �¤¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ 0ª¡�){§0�­ }©ª���{0ª��S f}}©�~0ª£ �© MYSXSVUNQ fa (·)

0� { ¢)ª}�0©ª ©¢ ∆p«{0ª,t,xQ ∆pi,t,xQ {ª~ ∆pk,t,xS f �©§)�0©ª �{�0�<¡� �¤¡ 0ª¡�){§0�­

}©ª���{0ª�� MYSXSVWN {ª~ MYSXSVXN 0¢ {ª~ ©ª§­ 0¢ fa (∆p«{0ª,t,x,∆pi,t,x,∆pk,t,x) = 0S

z¤¡ (¡}�©�R({§)¡~ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡� {ª~ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª� {�¡ ~¡<ª¡~ {� ¢©§§©'�

¢©� ¢{}0§0�{�0ª£ �¤¡ ~0�})��0©ª ©¢ {§£©�0�¤«S

∆px = [∆p«{0ª,t,x,∆pi,t,x,∆pk,t,x|i = 1, ..., |I| , k = 1, ..., |K| , t = 1, ..., |T |] ,

MYSXSWUN

fx = [fu (∆px) , fc (∆px) , fa (∆px)], MYSXSWVN

v}�©|¡� ]Q WUWU



YSXS z�{0ª0ª£ �¤{�¡ ©¢ jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ z©©§ ^Z

'¤¡�¡∆px 0� { [(|I|+ |K|+ 1)× |T |]R�0®¡ �©' (¡}�©� �© ~¡ª©�¡ �¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡�

©¢ �}¡ª{�0© xQ {ª~ fx 0� { XR�0®¡ �©' (¡}�©� �© ~¡ª©�¡ �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª� {ª~

}©ª���{0ª�� ©¢ �}¡ª{�0© xS f~~0�0©ª{§§­Q �¤¡ §©'¡� |©)ª~� {ª~ )¨¨¡� |©)ª~� ©¢ �¤¡

~¡}0�0©ª ({�0{|§¡� {� ~¡�}�0|¡~ 0ª MYSXSVZNQ MYSXSV[NQ {ª~ MYSXSV\N {�¡ ~¡ª©�¡~ |­

(¡}�©�� p {ª~ pQ �¡�¨¡}�0(¡§­S

u¡¬�Q �¤¡ {§£©�0�¤« ¢©� �©§(0ª£ �¤¡ ¨�¡¢¡�¡ª}¡� ©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|§¡« 0� ¨�©¨©�¡~

|{�¡~ ©ª �¤¡ {��0<}0{§ 0««)ª¡ �­��¡« �V\X�S x¡{~¡�� }{ª �¡¢¡� �© �¤¡ }¤{¨�¡� X ¢©�

�¤¡ ~¡�{0§¡~ ~¡<ª0�0©ª� ©¢ �¤¡ {��0<}0{§ 0««)ª¡ �­��¡« {ª~ �{�¡�© ©¨�0«{§0�­S z¤¡

¨�©¨©�¡~ {§£©�0�¤« 0� ¨¡�¢©�«¡~ |­ 0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡�� ©(¡� �¤¡ ¡ª�0�¡ �}¤¡~)§0ª£

¤©�0®©ª ©¢ |T | ¢©� �¤¡ ¢©§§©'0ª£ ~{­S i)�0ª£ �¤¡ ©¨¡�{�0©ª ©¢ �¤¡ {��0<}0{§ 0««)ª¡

{§£©�0�¤«Q �¤¡ {ª�0£¡ª� {�¡ �{ª~©«§­ £¡ª¡�{�¡~ {ª~ }§©ª¡~ �© ¡¬¨§©�¡ �¤¡ ¡ª�0�¡

~¡}0�0©ª ({�0{|§¡ �¨{}¡S nª ¡{}¤ 0�¡�{�0©ªQ �¤¡ ~©«0ª{�¡~ {ª�0£¡ªR{ª�0|©~­ ¨{0��

{�¡ �¡«©(¡~ �© ¦¡¡¨ �¤¡ ª©ªR~©«0ª{�¡~ {ª�0£¡ªR{ª�0|©~­ ¨{0��S �ª�0§ �¤¡ 0�¡�{�0©ª

¡ª~�Q �¤¡ {ª�0£¡ª� ©¢ {§§ ª©ªR~©«0ª{�¡~ {ª�0|©~0¡� ¢©�« �¤¡ ©¨�0«{§ �©§)�0©ªS z¤¡

�¡�)§�� �¡�(¡ {� { �¡� ©¢ �{�¡�© ©¨�0«{§ �©§)�0©ª 0ª �¤¡ �{�¡�© ¢�©ª�0¡� �¤{� {}¤0¡(¡�

{ ��{~¡ ©; |¡�'¡¡ª �¤¡ }©�� �{(0ª£ {ª~ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �¡~)}�0©ªS z¤¡ }�0�¡�0{ ©¢

�¡§¡}�0ª£ { �¡¨�¡�¡ª�{�0(¡ �©§)�0©ª ¢�©« �¤¡ �{�¡�© ¢�©ª�0¡� {� ~¡�}�0|¡~ 0ª MXSZSY]N

0� )�¡~S s¡� ιnf {ª~ ι«{¬
nf ~¡ª©�¡ �¤¡ ª©«0ª{§ {ª~ «{¬0«)« ª)«|¡�� ©¢ 0�¡�{�0©ª�

©¢ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ {§£©�0�¤«Q �¡�¨¡}�0(¡§­S z¤¡ ¨�¡)~©}©~¡ }©~¡ ©¢ �¤¡ {§£©�0�¤« ¢©�

�©§(0ª£ �¤¡ ¨�¡¢¡�¡ª}¡� ©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|§¡« 0� �¤©'ª 0ª f§£©�0�¤« XS

z¤�©)£¤ �©§(0ª£ �¤¡ ¨�¡¢¡�¡ª}¡� ©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|§¡«Q �¤¡ ©¨�0«{§ ~¡}0�0©ª ({�0R

{|§¡� {�¡ ­0¡§~¡~ {�

∆p∗
x =

[
∆p∗«{0ª,t,x,∆p∗i,t,x,∆p∗k,t,x|i = 1, ..., |I| , k = 1, ..., |K| , t = 1, ..., |T |

]
.

MYSXSWWN

z¤¡ ©¨�0«{§ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡� {�¡ �)|�¡�)¡ª�§­ )�¡~ {� ��{0ª0ª£ §{|¡§� �© ��{0ª

�¤¡ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦�S z¤¡ §{|¡§� 0ª~0}{�¡ ¤©' ¢{� �¤¡ ¨�¡~0}�¡~ ©¨�0«{§ �}¤¡~)§0ª£

~¡}0�0©ª� ¢�©« �¤¡ �¤¡©�¡�0}{§ ©¨�0«{§ ©ª¡�S z¤¡ ��¡¢¡�¡ª}¡� ©¨�0«0�{�0©ª }©��¡R

�¨©ª~� �© §0ª¡ Y 0ª f§£©�0�¤« WS

v}�©|¡� ]Q WUWU



YSXS z�{0ª0ª£ �¤{�¡ ©¢ jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ z©©§ ^[

f§£©�0�¤« X f§£©�0�¤« ¢©� y©§(0ª£ �¤¡ ��¡¢¡�¡ª}¡� v¨�0«0�{�0©ª ��©|§¡«
nª¨)�_ �¡� ©¢ �}¡ª{�0©� pi,t,xQ pk,t,xQ {ª~ πt,xQ ∀x ∈ X Q ª©«0ª{§ {ª~ «{¬0«)« ª)«|¡�

©¢ {ª�0£¡ª� 0ª �¤¡ ¨©¨)§{�0©ª ©¢ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡� |A| {ª~ |A«{¬|Q �¡�¨¡}�0(¡§­

V_ ¢©� x = 1, ..., |X | ~©

W_ �{ª~©«§­ 0ª0�0{§0�¡ �¤¡ {ª�0£¡ª ¨©¨)§{�0©ª '0�¤0ª �¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡ �¨{}¡
[
p,p

]
{� A (0) =

{
∆px,1, ...,∆px,|A|

}

X_ '¤0§¡ ιnf ≤ ι«{¬nf ~©

Y_ 0«¨§¡«¡ª� }§©ª¡ {ª~ «)�{�0©ª ©¨¡�{�0©ª {}}©�~0ª£ �© MXSYSYYNQ {ª~ �¤¡

ª)«|¡� ©¢ })��¡ª� {ª�0£¡ª� |A (ιnf)| 0ª}�¡{�¡� �© |A«{¬|

Z_ �¡«©(¡ ~©«0ª{�¡~ {ª�0|©~0¡� {ª~ }©��¡�¨©ª~0ª£ {ª�0£¡ª� ¢�©« A (ιnf)

[_ '¤0§¡ |A (ιnf)| > |A|Q ©� fa (∆px) �= 0 ~©

\_ �¡«©(¡ �¤¡ {ª�0£¡ªR{ª�0|©~­ ¨{0�� '0�¤ �¤¡ ¤0£¤¡�� ¨©�0�0(¡ ({§)¡ ©¢

fa (∆px)

]_ �¡«©(¡ �¤¡ {ª�0£¡ªR{ª�0|©~­ ¨{0�� '0�¤ �«{§§ {(0~0�0¡� {}}©�~0ª£ �© �V\Z�Q

0S¡S �¡«©(¡ �¤¡ (¡}�©�� ©¢ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª 0ª { }�©'~¡~ �¡£0©ª

^_ ¡ª~ '¤0§¡

VU_ A (ιnf + 1) = A (ιnf) , ιnf = ιnf + 1

VV_ ¡ª~ '¤0§¡

VW_ �¡«©(¡ �¤¡ {ª�0£¡ªR{ª�0|©~­ ¨{0�� �¤{� ­0¡§~ fa (∆px) > 0

VX_ �¡§¡}� { �¡¨�¡�¡ª�{�0(¡ �©§)�0©ª ¢�©« �¤¡ �{�¡�© ¢�©ª�0¡�

VY_ ¡ª~ ¢©�

v)�¨)�_ ©¨�0«{§ �©§)�0©ª ∆p∗
x

v}�©|¡� ]Q WUWU



YSXS z�{0ª0ª£ �¤{�¡ ©¢ jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ z©©§ ^\

k0£)�¡ YS[_ f�}¤0�¡}�)�¡ ©¢ ~¡�0£ª¡~ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦�S z¤¡ ¡§{��0}0�­ 0«{£¡ 0� 0«R

¨©��¡~ �© �¤¡ }©ª(©§)�0©ª{§ §{­¡��S z¤¡ ª)«¡�0}{§ ~{�{ 0� 0«¨©��¡~ �© �¤¡ ~¡ª�¡

§{­¡��S z¤¡ ©)�¨)�� ©¢ |©�¤ §{­¡�� {�¡ «¡�£¡~ |­ ¢)§§­R}©ªª¡}�¡~ §{­¡��S

k0£)�¡ YS\_ y}¤¡«{�0} 0§§)���{�0©ª ©¢ �¤¡ §©}{§ ¢¡{�)�¡Q �¡«¨©�{§ ��{ª�0¡ª� ¢¡{�)�¡Q

{ª~ }©��¡§{�0©ª ©¢ ¡§{��0}0�0¡�S z¤¡ <§�¡� �0®¡ 0� 0ª~0}{�¡~ |­ �¤¡ ­¡§§©' |©¬S

v}�©|¡� ]Q WUWU



YSXS z�{0ª0ª£ �¤{�¡ ©¢ jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ z©©§ ^]

YSXSY u¡)�{§ u¡�'©�¦� f�}¤0�¡}�)�¡

z¤¡ ~¡�0£ª¡~ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦� }©ª�0�� ©¢ ~¡ª�¡ §{­¡�� �© 0«¨©�� ª)«¡�0}{§ 0ª¨)��

©¢ ¡{}¤ �}¡ª{�0© {ª~ }©ª(©§)�0©ª{§ §{­¡�� �© ¡¬��{}� 0ª��0ª�0} ¢¡{�)�¡� ¢�©« ¡{}¤

¡§{��0}0�­ 0«{£¡S z¤¡ ©)�¨)�� ©¢ �¤¡�¡ �'© §{­¡�� {�¡ «¡�£¡~ |­ ¢)§§­R}©ªª¡}�¡~

§{­¡�� �© ¡¬��{}� }©«|0ª¡~ ¢¡{�)�¡ �¡¨�¡�¡ª�{�0©ª�S z¤¡ {�}¤0�¡}�)�¡ ©¢ �¤¡ ~¡�0£ª¡~

ª¡)�{§ ª¡�'©�¦� 0� ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª k0£S YS[S z¤0� ���)}�)�¡ ©¢ ¨{�{§§¡§¡~ ª¡�'©�¦� �V^X�

¤{� |¡¡ª ({§0~{�¡~ {� {ª ¡C}0¡ª� {¨¨�©{}¤ ¢©� ¡¬��{}�0ª£ 0ª¢©�«{�0©ª ¢�©« |©�¤

ª)«¡�0}{§ ~{�{ {ª~ 0«{£¡� 0ª �VV^�S z¤¡ ��{0ª0ª£ 0ª¨)� ©¢ ~¡ª�¡ §{­¡�� 0� �¤¡ ©�0£0ª{§

¨©'¡� ¡¬}¤{ª£¡Q £¡ª¡�{�0©ªQ {ª~ }©ª�)«¨�0©ª ©¢ �}¡ª{�0© xQ 0S¡S p«{0ª,t,xQ pi,t,xQ {ª~

pk,t,xQ ∀i ∈ IQ k ∈ KQ {ª~ t ∈ T Q ~¡ª©�¡~ |­ { ((1 + |I|+ |K|)× |T |)R�0®¡ «{��0¬

PxS z¤¡ ��{0ª0ª£ 0ª¨)� ©¢ }©ª(©§)�0©ª{§ §{­¡�� 0� {ª ¡§{��0}0�­ 0«{£¡ ©¢ �}¡ª{�0© xQ

~¡ª©�¡~ |­ { XR~0«¡ª�0©ª{§ {��{­ ΦxS z¤¡ ��{0ª0ª£ ©)�¨)� 0� �¤¡ ¨�¡~0}�¡~ ©¨�0«{§

�}¤¡~)§0ª£ ~¡}0�0©ª� ©¢ �}¡ª{�0© xQ 0S¡S ∆p̂∗«{0ª,t,xQ ∆p̂∗i,t,xQ {ª~ ∆p̂∗k,t,xQ ∀i ∈ IQ k ∈ KQ

{ª~ t ∈ T Q ~¡ª©�¡~ |­ { ((1 + |I|+ |K|)× |T |)R�0®¡ «{��0¬ ∆P̂∗
xS z¤¡ �¡§{�0©ª�¤0¨

|¡�'¡¡ª �¤¡ ��{0ª0ª£ 0ª¨)�� {ª~ ©)�¨)� }{ª |¡ ~¡�}�0|¡~ {�

∆P̂∗
x = fªª (Px,Φx) , MYSXSWXN

'¤¡�¡ fªª (·) 0� �¤¡ �¡§{�0©ª�¤0¨ ¢)ª}�0©ª ¨{�{«¡��0®¡~ |­ �)ª0ª£ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦�S

z¤¡ ¨�©}¡�� ©¢ ��{0ª0ª£ �¤¡ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦� }©��¡�¨©ª~� �© §0ª¡ Z 0ª f§£©�0�¤« WS

z¤¡ }©ª(©§)�0©ª{§ §{­¡�� }©ª(©§(¡ �¤¡ ¡§{��0}0�­ 0«{£¡ '0�¤ «)§�0¨§¡ <§�¡�� �©

¡¬��{}� �¤¡ ¢©§§©'0ª£ ¢¡{�)�¡� {� �¤©'ª 0ª k0£SYS\_

¼ s©}{§ k¡{�)�¡_ z¤¡ §©}{§ ¢¡{�)�¡ ©¢ ¡{}¤ �­¨¡ ©¢ ¨�0}¡ ¡§{��0}0�­ '0�¤0ª �¤¡ <§�¡�

�0®¡ }{ª |¡ ~¡�¡}�¡~ '¤¡ª �¤¡ <§�¡� 0� ©ª { ¨{�}¤ ©¢ 0«{£¡S ¡S£S n¢ �¤¡ <§�¡�

�0®¡ 0� Z × ZQ �¤¡ §©}{§ ¢¡{�)�¡ '0�¤0ª ¡(¡�­ Z }©ª�¡})�0(¡ �}¤¡~)§0ª£ 0ª�¡�({§�

0� ¡¬��{}�¡~S

¼ z¡«¨©�{§ z�{ª�0¡ª� k¡{�)�¡_ z¤¡ �¡«¨©�{§ ��{ª�0¡ª� ¢¡{�)�¡ ©¢ ¡{}¤ �­¨¡ ©¢

¨�0}¡ ¡§{��0}0�­ }{ª |¡ ~¡�¡}�¡~ '¤¡ª �¤¡ <§�¡� �§0~¡� �¤�©)£¤ �¤¡ 0«{£¡ |­

���0~¡�S ¡S£S n¢ �¤¡ ���0~¡ 0� MWYQWYNQ �¤¡ �¡«¨©�{§ ��{ª�0¡ª� ¢¡{�)�¡ ©(¡� ¡(¡�­

WY 0ª}©ª�¡})�0(¡ �}¤¡~)§0ª£ 0ª�¡�({§�Q 0S¡S |¡�'¡¡ª ~{­ {ª~ ª0£¤�Q 0� ¡¬��{}�¡~S

¼ h©��¡§{�0©ª ©¢ j§{��0}0�0¡� _ z¤¡ }©��¡§{�0©ª ©¢ �¤�¡¡ �­¨¡� ©¢ ¨�0}¡ ¡§{��0}0�0¡�

v}�©|¡� ]Q WUWU



YSYS i¡¨§©­0ª£ �¤{�¡ ©¢ jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ z©©§ ^^

}{ª |¡ ~¡�¡}�¡~ '¤¡ª «)§�0¨§¡ <§�¡�� �0«)§�{ª¡©)�§­ }©ª(©§(¡ �¤�¡¡ }©§©)�

}¤{ªª¡§�S

f§§ �¤¡�¡ �¤�¡¡ ¡¬��{}�¡~ ¢¡{�)�¡� {�¡ ��{}¦¡~ {� { ¢¡{�)�¡ «{¨ {ª~ ¨�©}¡��¡~ |­

¢)��¤¡� §{­¡��S z¤¡ ¢¡{�)�¡ «{¨ ©¢ {§§ <§�¡�� }{ª |¡ ~¡�}�0|¡~ {�

Φ«{¨ = fx¡s� (W ·Φx + b) , MYSXSWYN

'¤¡�¡ Φ«{¨ 0� �¤¡ {��{­ ©¢ �¤¡ ¢¡{�)�¡ «{¨Q fx¡s� (·) 0� �¤¡ {}�0({�0©ª ¢)ª}�0©ªQ W

0� �¤¡ '¡0£¤� {��{­Q {ª~ b 0� �¤¡ |0{� (¡}�©�S z¤¡ �¡}�0<¡~ §0ª¡{� )ª0� Mx¡s�N �V^Y�

0� )�¡~ {� �¤¡ {}�0({�0©ª ¢)ª}�0©ªS

z¤¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ¨©©§0ª£ §{­¡�� 0� �© ¨�©£�¡��0(¡§­ �¡~)}¡ �¤¡ �¨{�0{§ �0®¡ ©¢ �¤¡

¢¡{�)�¡ �¡¨�¡�¡ª�{�0©ª�Q �© {� �© �¡~)}¡ �¤¡ ¨{�{«¡�¡�� {ª~ }©«¨)�{�0©ª{§ |)�~¡ª

©¢ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦� �V^Z�S j{}¤ }©ª(©§)�0©ª{§ §{­¡� 0� ¢©§§©'¡~ |­ { ¨©©§0ª£ §{­¡� �©

~©'ª�{«¨§¡ �¤¡ ¢¡{�)�¡ «{¨ �¤�©)£¤ )�0ª£ «{¬ ¨©©§0ª£ �V^[�S nª ©�~¡� �© }©ª��©§

�¤¡ �¨{�0{§ �0®¡ ©¢ }©ª(©§)�0©ª{§ ©)�¨)��Q �¤¡ �{«¡ ¨{~~0ª£ 0� )�¡~ �© ¨{~ �¤¡ 0ª¨)� ©¢

¡{}¤ }©ª(©§)�0©ª{§ §{­¡� '0�¤ ®¡�©� {�©)ª~ �¤¡ |©�~¡�S v(¡� «)§�0¨§¡ }©ª(©§)�0©ª{§

§{­¡�� {ª~ ¨©©§0ª£ §{­¡��Q { £§©|{§ ¢¡{�)�¡ «{¨ 0� ¢©�«¡~ |­ 0ª�¡£�{�0ª£ �¤¡ ¢¡{�)�¡

�¡¨�¡�¡ª�{�0©ª� ¢�©« ¡(¡�­ §{­¡�S z¤¡ £§©|{§ ¢¡{�)�¡ «{¨ 0� �)|�¡�)¡ª�§­ }©ª(¡��¡~

�© { (¡}�©� |­ { B{��¡ª §{­¡� {ª~ ¨�©}¡��¡~ |­ ¢)§§­R}©ªª¡}�¡~ §{­¡��S z¤¡ ¢)ª}�0©ª

©¢ ¢)§§­R}©ªª¡}�¡~ §{­¡�� 0� �© ¢)��¤¡� ¡¬��{}� ¢¡{�)�¡ �¡¨�¡�¡ª�{�0©ª� ¢�©« «¡�£¡~

¢¡{�)�¡ �¡¨�¡�¡ª�{�0©ª� ©¢ ª)«¡�0}{§ ~{�{ {ª~ 0«{£¡�S

YSY i¡¨§©­0ª£ �¤{�¡ ©¢ jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ z©©§

z¤0� �¡}�0©ª 0ª��©~)}¡� �¤¡ ~¡¨§©­0ª£ ¨¤{�¡ ©¢ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£ �©©§S

z¤¡ B©'}¤{�� ©¢ �¤¡ ~¡¨§©­0ª£ ¨¤{�¡ 0� �¤©'ª 0ª k0£S YS]S z¤¡ ¤0��©�0}{§ ~{�{ 0�

~­ª{«0}{§§­ )¨~{�¡~ |­ �¤¡ �¡{§R�0«¡ ~{�{ ¢�©« { ¨�©�)«¡�L� �«{�� «¡�¡�S z© ¨�©R

(0~¡ { ¨�©�)«¡� '0�¤ {ª {}})�{�¡ ¨�¡~0}�0©ª �¤{� }©ª�0~¡�� �¤¡ )ª}¡��{0ª�0¡� ©¢ �¤¡

ixjy� {ª~ B¡¬0|§¡ ~¡«{ª~ ¢©� �¤¡ ¢©§§©'0ª£ ~{­Q �¤¡ �}¡ª{�0©� {ª{§­�0� {¨¨�©{}¤

0ª y¡}�0©ª YSXSV 0� 0«¨§¡«¡ª�¡~ {� �¤¡ ~¡¨§©­0ª£ ¨¤{�¡Q {ª~ ~¡(¡§©¨¡~ {� { �¡{§R�0«¡

�}¡ª{�0©� �¡§¡}�0©ª {¨¨�©{}¤S z¤0� {¨¨�©{}¤ }{ª ~­ª{«0}{§§­ �¡§¡}� �¤¡ �}¡ª{�R

0©� '0�¤ })��¡ª� }¤{�{}�¡�0��0}� ©¢ )ª}¡��{0ª�0¡� {ª~ ~0�}{�~ ~{�¡~ �}¡ª{�0©�S z¤¡

v}�©|¡� ]Q WUWU



YSYS i¡¨§©­0ª£ �¤{�¡ ©¢ jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ z©©§ VUU

¨�©}¡��¡~ �}¡ª{�0©� {ª~ ¡§{��0}0�­ 0«{£¡� {�¡ �)|�¡�)¡ª�§­ ¢¡~ 0ª�© ��{0ª¡~ ª¡)�{§

ª¡�'©�¦� �© ­0¡§~ �¤¡ ¨�¡~0}�¡~ ©¨�0«{§ �}¤¡~)§0ª£ ~¡}0�0©ª�S z¤¡ ©(¡�{§§ {§£©�0�¤«

©¢ �¤¡ ~¡¨§©­0ª£ ¨¤{�¡ 0� �¤©'ª 0ª f§£©�0�¤« YQ '0�¤ ~¡�{0§¡~ ��¡¨� {� ¢©§§©'�_

k0£)�¡ YS]_ k§©'}¤{�� ©¢ �¤¡ ~¡¨§©­0ª£ ¨¤{�¡ ©¢ �¤¡ ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£ �©©§S m0�R

�©�0}{§ ~{�{ 0� ~­ª{«0}{§§­ )¨~{�¡~ |­ �¤¡ �¡{§R�0«¡ ~{�{ ¢�©« { ¨�©�)«¡�L� �«{��

«¡�¡�S z¤¡ �}¡ª{�0©� {�¡ �¡§¡}�¡~ |­ �¤¡ �¡{§R�0«¡ �}¡ª{�0©� �¡§¡}�0©ª {¨¨�©{}¤S

z¤¡ ¨�©}¡��¡~ �}¡ª{�0©� {ª~ ¡§{��0}0�­ 0«{£¡� {�¡ ¢¡~ 0ª�© ��{0ª¡~ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦�

�© ­0¡§~ �¤¡ ¨�¡~0}�¡~ ©¨�0«{§ �}¤¡~)§0ª£ ~¡}0�0©ª�S

f§£©�0�¤« Y f§£©�0�¤« ©¢ i¡¨§©­0ª£ �¤{�¡ ©¢ �¤¡ jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ z©©§
nª¨)�_ �¡{§R�0«¡ ~{�{ p«{0ª,tQ pi,tQ pk,tQ {ª~ πt

V_ )�¡ �}¡ª{�0©� {ª{§­�0� {¨¨�©{}¤ �© £¡ª¡�{�¡ �}¡ª{�0©� ¢�©« )¨~{�¡~ ~{�{

W_ ¢©� x = 1, ..., |X | ~©

X_ )¨~{�¡ ©}})��¡ª}¡ ¨�©|{|0§0�0¡� )�0ª£ MYSYSWZN {ª~ MYSYSW[N

Y_ ¨�©}¡�� ¡§{��0}0�­ 0«{£¡� Φx (ta, tb,Ξ) {� k0£S YSZ

Z_ )�¡ ��{0ª¡~ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦� �© ©|�{0ª ¨�¡~0}�¡~ ©¨�0«{§ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡�

∆P̂∗
x {ª~ �¡§¡}� ¨�¡~0}�¡~ ©¨�0«{§ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡� �¤{� «{0ª�{0ª �¤¡ ©¨�0R

«0�{�0©ª }©ª���{0ª��

[_ ¡ª~ ¢©�

\_ {££�¡£{�¡ �¤¡ ¨�¡~0}�¡~ ©¨�0«{§ �}¤¡~)§0ª£ ~¡}0�0©ª� ©¢ |X | �}¡ª{�0©� {� MYSYSW\NQ

MYSYSW]NQ {ª~ MYSYSW^NQ {ª~ ¨¡�¢©�« }©ª��©§§0ª£ ~¡}0�0©ª�

v)�¨)�_ }©ª��©§§0ª£ �0£ª{§� p«{0ª,tQ pi,tQ pk,t

y�¡¨ V _ z¤¡ ¤0��©�0}{§ ~{�{ 0� )¨~{�¡~ |­ �¤¡ �¡{§R�0«¡ ~{�{ ¢©� �¤¡ })��¡ª� ~{­S

z¤¡ )¨~{�¡~ ~{�{ 0� )�¡~ �© £¡ª¡�{�¡ �}¡ª{�0©� {}}©�~0ª£ �© �¤¡ �}¡ª{�0©� {ª{§­�0�

{¨¨�©{}¤ ¨�©¨©�¡~ 0ª y¡}�0©ª YSXSVS s¡� pt,x {ª~ p′t,x ~¡ª©�¡ �¤¡ �}¡ª{�0©� £¡ª¡�{�¡~

v}�©|¡� ]Q WUWU



YSYS i¡¨§©­0ª£ �¤{�¡ ©¢ jª¡�£­ y}¤¡~)§0ª£ z©©§ VUV

¢�©« �¤¡ ¤0��©�0}{§ ~{�{ {ª~ )¨~{�¡~ ~{�{Q �¡�¨¡}�0(¡§­S z¤¡ ©}})��¡ª}¡ ¨�©|{|0§0�­

©¢ p′t,x 0� )¨~{�¡~ {� �^[�

��
(
p′t,x

)
= �� (pt,x) +

1

|X |+ 1
[ϑ�� − �� (pt,x)] , MYSYSWZN

'¤¡�¡ ϑ�� ∈ {0, 1} 0� { |0ª{�­ ({§)¡ ~¡�¡�«0ª¡~ |­

p
′∗
t,x = argmin

p′t,x

lx,x′ , MYSYSW[N

'¤¡�¡ lx,x′ = pt,x−p′t,x 0� �¤¡ ~0��{ª}¡ |¡�'¡¡ª pt,x {ª~ p′t,xS n¢ p
′
t,x = p

′∗
t,xQ ϑ�� = 1 {ª~

�¤¡ ¨�¡~0}�¡~ ¡��©� �¡�« [ϑ�� − �� (pt,x)] |¡}©«¡� ¨©�0�0(¡ �© �¡0ª¢©�}¡ �¤¡ ¨�¡(0©)�

¨�©|{|0§0�­` 0¢ p′t,x �= p
′∗
t,xQ ϑ�� = 0 {ª~ �¤¡ ¨�¡~0}�¡~ ¡��©� �¡�« |¡}©«¡� ª¡£{�0(¡ �©

'¡{¦¡ª �¤¡ ¨�¡(0©)� ¨�©|{|0§0�­S z¤0� ��¡¨ }©��¡�¨©ª~� �© �¤¡ §0ª¡ VRX 0ªf§£©�0�¤«

YS

y�¡¨ W _ j§{��0}0�­ 0«{£¡ Φx 0� ¨�©}¡��¡~ |­ �¤¡ ¨�©�)«¨�0©ª ¨{��¡�ª� ¨�©}¡��R

0ª£ {¨¨�©{}¤ {� ~¡�}�0|¡~ 0ª y¡}�0©ª YSXSWS z¤0� ��¡¨ }©��¡�¨©ª~� �© �¤¡ §0ª¡ Y 0ª

f§£©�0�¤« YS

y�¡¨ X _ z¤¡ ��{0ª¡~ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦� {�¡ )�¡~ �© ©|�{0ª �¤¡ ¨�¡~0}�¡~ ©¨�0«{§

�}¤¡~)§0ª£ ~¡}0�0©ª� ©¢ ¡{}¤ �}¡ª{�0©S z¤¡ ¨�¡~0}�¡~ ©¨�0«{§ �}¤¡~)§0ª£ ~¡}0�0©ª�

{�¡ �)|�¡�)¡ª�§­ ¡¬{«0ª¡~ |­ �¤¡ }©ª���{0ª�� ©¢ ©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|§¡«S z¤0� ��¡¨

}©��¡�¨©ª~� �© �¤¡ §0ª¡ Z 0ª f§£©�0�¤« YS

y�¡¨ Y _ z¤¡ }©ª��©§§0ª£ �0£ª{§� ¢©� �¤¡ ª¡¬� ~{­ {�¡ ­0¡§~¡~ |­ {££�¡£{�0ª£ �¤¡

¨�¡~0}�¡~ ©¨�0«{§ �}¤¡~)§0ª£ ~¡}0�0©ª� ©¢ |X | �}¡ª{�0©�Q '¡0£¤�¡~ |­ �¤¡ ©}})��¡ª}¡

¨�©|{|0§0�0¡� {�

p«{0ª,t =
∑

x∈X

(
p«{0ª,t,x −∆p̂∗«{0ª,t,x

)
· �� (p«{0ª,t,x) , MYSYSW\N

pi,t =
∑

x∈X

(
pi,t,x −∆p̂∗i,t,x

)
· �� (pi,t,x) , MYSYSW]N

pk,t =
∑

x∈X

(
pk,t,x −∆p̂∗k,t,x

)
· �� (pk,t,x) . MYSYSW^N

z¤¡ }©ª��©§§0ª£ ~¡}0�0©ª� {�¡ ¨¡�¢©�«¡~ |­ { ¨�©�)«¡�L� }©ª��©§§¡� {ª~ �¡�(¡ {�

�¡{§R�0«¡ ~{�{ ¢©� �¤¡ ª¡¬� ~{­S z¤0� �¡{§R�0«¡ ~{�{ 0� ¨�©}¡��¡~ |­ �¤¡ y�¡¨ V

}­}§0}{§§­S z¤0� ��¡¨ }©��¡�¨©ª~� �© �¤¡ §0ª¡ \ 0ª f§£©�0�¤« YS

v}�©|¡� ]Q WUWU



YSZS h{�¡ y�)~0¡� VUW

YSZ h{�¡ y�)~0¡�

nª �¤0� �¡}�0©ªQ }{�¡ ��)~0¡� ¤{(¡ |¡¡ª }©ª~)}�¡~ �© ¡({§){�¡ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ {¨R

¨�©{}¤¡� |­ }©«¨{�0ª£ ({�0©)� §¡{�ª0ª£ {¨¨�©{}¤¡� {ª~ njjj �¡�� ~0���0|)�0©ª �­�R

�¡«�S

YSZSV y0«)§{�0©ª y¡�)¨ {ª~ i{�{ f({0§{|0§0�­

z¤¡ �0«)§{�0©ª� {�¡ ¨¡�¢©�«¡~ )�0ª£ { «{}¤0ª¡ '0�¤ nª�¡§x h©�¡zt 0^R^^UUq h��

{� XS[U lm® {ª~ { u�ninf l¡k©�}¡ xz� WU]U l��S z¤¡ ¨�©¨©�¡~ {¨¨�©{}¤¡� ©¢

�}¡ª{�0©� {ª{§­�0�Q ¨�©�)«¨�0©ª ¨{��¡�ª� ¨�©}¡��0ª£Q {ª~ ¨�¡¢¡�¡ª}¡� ©¨�0«0�{�0©ª

{�¡ '�0��¡ª 0ª �¤¡ tfzsfg §{ª£){£¡ {ª~ �)ª ©ª �¤¡ h��S z¤¡ ¨�©¨©�¡~ ª¡)�{§

ª¡�'©�¦� {�¡ '�0��¡ª 0ª �¤¡ �­�¤©ª §{ª£){£¡ |­ )�0ª£ �­z©�}¤ {ª~ �)ª ©ª �¤¡

l��S z© 0«¨�©(¡ �¤¡ }©«¨)�{�0©ª{§ ¡C}0¡ª}­Q �¤¡ ��{0ª0ª£ ¨�©}¡�� 0� ¨¡�¢©�«¡~

©ª �¤¡ l��Q {ª~ ]R}©�¡ ¨{�{§§¡§ }©«¨)�0ª£ 0� )�¡~ ~)�0ª£ �¤¡ �}¡ª{�0©� {ª{§­�0�Q

¨�©�)«¨�0©ª ¨{��¡�ª� ¨�©}¡��0ª£Q {ª~ ¨�¡¢¡�¡ª}¡� ©¨�0«0�{�0©ªS z¤¡ «{¬0«)« {ª~

ª©«0ª{§ ª)«|¡�� ©¢ {ª�0£¡ª� {�¡ �¡� {� [UUU {ª~ XUUUQ �¡�¨¡}�0(¡§­Q {ª~ �¤¡ ª)«|¡�

©¢ 0�¡�{�0©ª� ¢©� �¤¡ 0««)ª¡ {§£©�0�¤« 0� �¡� {� ZUQ |{�¡~ ©ª �¤¡ ¡«¨0�0}{§ ��)~­S

z¤¡ �0«)§{�0©ª� {�¡ �¡¨¡{�¡~ VU �0«¡� �© ¡§0«0ª{�¡ �¤¡ �{ª~©«ª¡�� {ª~ ©)�§0¡��S

y0ª}¡ �¤¡ �}{§¡ ©¢ ¡ª¡�£­ ¨�©�)«¡�� ({�0¡� ¢�©« �¤¡ �¡�0~¡ª�0{§ ¤©)�¡�Q }©««¡�R

}0{§ {�¡{�Q 0ª~)���0¡�Q �© {ª ¡ª�0�¡ }0�­ �YW	Q �¤¡ ¢©§§©'0ª£ njjj �¡�� ~0���0|)�0©ª

�­��¡«� {�¡ {~©¨�¡~ |­ ©)� �¡�¡{�}¤ �© ¡¬{«0ª¡ �¤¡ �}{§{|0§0�­ ©¢ ©)� ¨�©¨©�¡~

¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£ �©©§S

¼ h{�¡ V Mt©~0<¡~ njjj [^R|)� ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦N_ z¤¡ �}¤¡«{�0} 0§§)���{R

�0©ª ©¢ �¤¡ «©~0<¡~ njjj [^R|)� ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦ 0� ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª k0£S YS^S

z¤¡ ª¡�'©�¦ 0� ¨{��0�0©ª¡~ 0ª�© Z ¨�©�)«¡��S VZ �©§{� ¨¤©�©(©§�{0}�Q [ ~0¡�¡§

£¡ª¡�{�©��Q Y '0ª~ �)�|0ª¡�Q {ª~ X |0©«{�� £¡ª¡�{�©�� {�¡ {�|0��{�0§­ {��0£ª¡~

�© ¡{}¤ ¨�©�)«¡�Q {ª~ [^ §©{~� {�¡ {��0£ª¡~ �© ¡{}¤ |)�S

¼ h{�¡ W Mt©~0<¡~ njjj XXR|)� ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦N_ z¤¡ �}¤¡«{�0} 0§§)���{R

�0©ª ©¢ �¤¡ «©~0<¡~ njjj XXR|)� ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦ 0� ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª k0£S

YSVUS z¤¡ ª¡�'©�¦ 0� ¨{��0�0©ª¡~ 0ª�© X ¨�©�)«¡��S VW �©§{� ¨¤©�©(©§�{0}�Q

v}�©|¡� ]Q WUWU



YSZS h{�¡ y�)~0¡� VUX

X ~0¡�¡§ £¡ª¡�{�©��Q X '0ª~ �)�|0ª¡�Q {ª~ V |0©«{�� £¡ª¡�{�©� {�¡ {�|0��{�0§­

{��0£ª¡~ �© ¡{}¤ ¨�©�)«¡�Q {ª~ XX §©{~� {�¡ {��0£ª¡~ �© ¡{}¤ |)�S

¼ h{�¡ X Mt©~0<¡~ njjj V]R|)� ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦N_ z¤¡ �}¤¡«{�0} 0§§)���{R

�0©ª ©¢ �¤¡ «©~0<¡~ njjj V]R|)� ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦ 0� ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª k0£S

YSVVS z¤¡ ª¡�'©�¦ 0� ¨{��0�0©ª¡~ 0ª�© X ¨�©�)«¡��S \ �©§{� ¨¤©�©(©§�{0}�Q X

~0¡�¡§ £¡ª¡�{�©��Q W '0ª~ �)�|0ª¡�Q {ª~ V |0©«{�� £¡ª¡�{�©� {�¡ {�|0��{�0§­

{��0£ª¡~ �© ¡{}¤ ¨�©�)«¡�Q {ª~ V] §©{~� {�¡ {��0£ª¡~ �© ¡{}¤ |)�S

k0£)�¡ YS^_ t©~0<¡~ njjj [^R|)� ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦S z¤¡ ª¡�'©�¦ 0� ¨{��0�0©ª¡~

0ª�© Z ¨�©�)«¡��S VZ �©§{� ¨¤©�©(©§�{0}�Q [ ~0¡�¡§ £¡ª¡�{�©��Q Y '0ª~ �)�|0ª¡�Q {ª~

X |0©«{�� £¡ª¡�{�©�� {�¡ {�|0��{�0§­ {��0£ª¡~ �© ¡{}¤ ¨�©�)«¡�Q {ª~ [^ §©{~� {�¡

{��0£ª¡~ �© ¡{}¤ |)�S

z© «©~0¢­ �¤¡ ��{�0} ~¡¢{)§� ~{�{ ©¢ £¡ª¡�{�0©ª {ª~ }©ª�)«¨�0©ª ¢�©« �¤¡�¡ njjj

�¡�� ~0���0|)�0©ª �­��¡«� {� ~­ª{«0} ~{�{Q �¤¡ �¡{§R�0«¡ ��{�¡� ©¢ �¤¡ lg ¨©'¡�

£¡ª¡�{�0©ª {ª~ }©ª�)«¨�0©ª 0ª WUV^ ¢�©« �¤¡ l�0~�{�}¤ {�¡ )�¡~ �V\^�S z¤¡ �{�0©

©¢ ¨¡{¦ �¡{§R�0«¡ }©ª�)«¨�0©ª ¢�©« �¤¡ lg ¨©'¡� �­��¡«� �© �¤¡ ¨¡{¦ ��{�0} }©ªR

�)«¨�0©ª ¢�©« �¤¡�¡ njjj �¡�� ~0���0|)�0©ª �­��¡«� 0� )�¡~ �© �}{§¡ ~©'ª �¤¡ lg

�¡{§R�0«¡ £¡ª¡�{�0©ª ©¢ ~0¡�¡§Q �©§{�Q '0ª~Q |0©«{��Q {ª~ }©ª�)«¨�0©ªS z¤¡ 0ª0�0{§

��©�¡~ ¨©'¡� 0� �¡� {� ®¡�©S z¤¡ ¨¡�}¡ª�{£¡� ©¢ }©ª�)«¨�0©ª ©¢ ¡{}¤ §©{~ 0ª �¤¡

njjj �¡�� ~0���0|)�0©ª �­��¡«� {�¡ )�¡~ �© {§§©}{�¡ �¤¡ �©�{§ ~­ª{«0} }©ª�)«¨�0©ª

�© ¡{}¤ §©{~S z¤¡ �©�{§ ¨©'¡� ©)�¨)�� ©¢ ¡{}¤ £¡ª¡�{�0©ª �©)�}¡ {�¡ ¡�){§§­ {§§©R

v}�©|¡� ]Q WUWU



YSZS h{�¡ y�)~0¡� VUY

k0£)�¡ YSVU_ t©~0<¡~ njjj XXR|)� ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦S z¤¡ ª¡�'©�¦ 0� ¨{��0�0©ª¡~

0ª�© X ¨�©�)«¡��S VW �©§{� ¨¤©�©(©§�{0}�Q X ~0¡�¡§ £¡ª¡�{�©��Q X '0ª~ �)�|0ª¡�Q {ª~

V |0©«{�� £¡ª¡�{�©� {�¡ {�|0��{�0§­ {��0£ª¡~ �© ¡{}¤ ¨�©�)«¡�Q {ª~ XX §©{~� {�¡

{��0£ª¡~ �© ¡{}¤ |)�S

}{�¡~ �© �¤¡ }©��¡�¨©ª~0ª£ £¡ª¡�{�©��S z¤¡ §0�¤0)« ¡ª¡�£­ ��©�{£¡ «©~¡§ {ª~ }©��

}©¡C}0¡ª� ��)~0¡~ 0ª �V^\� 0� )�¡~S z¤¡ «{¬0«)« }¤{�£0ª£T~0�}¤{�£0ª£ �{�¡ 0� �¡�

{� USX t�¤ {ª~ «{¬0«)« ��©�{£¡ }{¨{}0�­ 0� �¡� {� W t�¤ {}}©�~0ª£ �© �¤¡ «©~¡§

©¢ ~0���0|)�0©ªR�}{§¡ ¡ª¡�£­ ��©�{£¡ ~¡(0}¡ 0ª �V^\�S

z¤¡ ¤{§¢R¤©)�§­ '¤©§¡�{§¡ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡� ©|�{0ª¡~ ¢�©« �¤¡ lg ¡ª¡�£­ «{�¦¡�

�V^]� {�¡ )�¡~ �© }{§})§{�¡ �¤¡ �¡{§R�0«¡ �¡�{0§ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡�Q |­ ~0(0~0ª£ YZ J ©¢

�¤¡ {(¡�{£¡ �{�0© ©¢ '¤©§¡�{§¡ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡� �© �¡�{0§ ¡§¡}��0}0�­ ¨�0}¡� �V]U�S z¤¡

}©¡C}0¡ª�� ©¢ ©¨¡�{�0ª£ }©��� {ª~ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� {�¡ ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª z{|§¡

YSVS z¤¡ }©¡C}0¡ª�� ©¢ ©¨¡�{�0ª£ }©��� ©¢ £¡ª¡�{�©�� ¢©� ¨�©¥¡}� }©««0��0©ª0ª£ 0ª

WUWU �V\U� {�¡ {~©¨�¡~S z¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ©¢ '0ª~ {ª~ �©§{� ¨�0«{�0§­ {�0�¡ 0ª

«{ª)¢{}�)�¡ {ª~ }©ª���)}�0©ªS m¡ª}¡Q �¤¡ ©¨¡�{�0©ª{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡�

©¢ �¤¡�¡ �©)�}¡� {�¡ {��)«¡~ �© |¡ ®¡�© 0ª ©)� �¡�¡{�}¤S z¤¡ {(¡�{£¡ {ªª){§ }{�|©ª

¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� {�¡ {¨¨§0¡~ �© �¤¡ |0©«{�� {ª~ ~0¡�¡§Q {ª~ ¡({§){�¡~ |­ )�0ª£

�¤¡ «¡�¤©~ ¨�©¨©�¡~ |­ m{'¦¡� �\^� {�

ρ̄i =
h{�|©ª j«0��0©ª� nª�¡ª�0�0¡� ©¢ k)¡§ × k)¡§ ��{£¡

l�©�� j§¡}��0}0�­ y)¨¨§­
, MYSZSXUN

'¤¡�¡ ρ̄i 0� �¤¡ {(¡�{£¡ {ªª){§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­ ©¢ �©)�}¡ iS z¤¡ ~{�{ ©¢

¢)¡§ )�{£¡ {ª~ £�©�� ¡§¡}��0}0�­ �)¨¨§­ 0� ¨)|§0�¤¡~ |­ �¤¡ i0£¡�� ©¢ �¤¡ �SqS jª¡�£­

y�{�0��0}� �V]V�S z¤¡ ~{�{ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢ ¢)¡§ 0� ¨)|§0�¤¡~ |­ �¤¡

v}�©|¡� ]Q WUWU



YSZS h{�¡ y�)~0¡� VUZ

k0£)�¡ YSVV_ t©~0<¡~ njjj V]R|)� ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦S z¤¡ ª¡�'©�¦ 0� ¨{��0�0©ª¡~

0ª�© X ¨�©�)«¡��S \ �©§{� ¨¤©�©(©§�{0}�Q X ~0¡�¡§ £¡ª¡�{�©��Q W '0ª~ �)�|0ª¡�Q {ª~

V |0©«{�� £¡ª¡�{�©� {�¡ {�|0��{�0§­ {��0£ª¡~ �© ¡{}¤ ¨�©�)«¡�Q {ª~ V] §©{~� {�¡

{��0£ª¡~ �© ¡{}¤ |)�S

�SqS l©(¡�ª«¡ª� l�¡¡ª¤©)�¡ £{� h©ª(¡��0©ª k{}�©�� ¢©� h©«¨{ª­ x¡¨©��0ª£ �V]W�S

z{|§¡ YSV_ h©¡C}0¡ª�� ©¢ ©¨¡�{�0ª£ }©��� {ª~ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡�

y©)�}¡ i0¡�¡§ �0ª~ g0©«{�� y©§{� y�©�{£¡

h©��� h©¡C}0¡ª�� MþTt�¤N VWX VZ ]U ^ VXZ

h{�|©ª j«0��0©ª� nª�¡ª�0�0¡� M�©ªTt�¤N VS[^ U USUZ U U

z¤¡ 0ª¨)�� ©¢ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦� {�¡ �¡¨{�{�¡~ 0ª�© \UJ ©¢ ��{0ª0ª£ �¡� {ª~ XUJ

©¢ ({§0~{�0©ª �¡� '0�¤ �{ª~©«§­ �{«¨§0ª£S z¤¡ ª)«¡�0}{§ ~{�{ 0� ¨�¡¨�©}¡��¡~ |­
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tz�S z¤¡ ©¨�0«{§ ~¡}0�0©ª� ©¢ |0~~0ª£ ¨�0}¡� {�¡ {§�© ­0¡§~¡~ |­ �©§(0ª£ ©¨�0«0�{�0©ª

¨�©|§¡«� '0�¤ �¤¡ �{«¡ ©|¥¡}�0(¡� {� �¤©�¡ ©¢ ¨�©�)«¡�R}¡ª��0} ��{~0ª£S z¤¡ {0«

©¢ tzR}¡ª��0} ��{~0ª£ 0� �© ¤¡§¨ {ª ¡ª�¡«|§¡ ©¢ ¨�©�)«¡�� 0ª �¤¡ �{«¡ «0}�©£�0~

|{§{ª}¡ �)¨¨§­ {ª~ ~¡«{ª~ |­ ¡¬}¤{ª£0ª£ '0�¤ ©�¤¡� «0}�©£�0~�S

ZSWSX �¡¡�R�©R�¡¡� z�{~0ª£ �§{�¢©�«

z¤¡ §{­¡� ©¢ ¨¡¡�R�©R¨¡¡� ��{~0ª£ ¨§{�¢©�« {0«� �© ¨�©(0~¡ { ��{ª~{�~0�¡~ ª¡£©�0{�0©ª

{ª~ �¡§¢R¡ª¢©�}0ª£ �¡��§¡«¡ª� ¢©� ¡ª{|§0ª£ |)­¡�� {ª~ �¡§§¡�� �© ¨�©}¡¡~ �¤¡ ��{~0ª£

©¢ ¡ª¡�£­ {ª~ }{�|©ª {§§©'{ª}¡S z¤¡�¡ ¢)ª}�0©ª� {�¡ {}¤0¡(¡~ |­ �«{�� }©ª��{}� 0ª

v}�©|¡� ]Q WUWU
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�¤¡ ¢©�« ©¢ �0¢ {ª ¡(¡ª� ¤{¨¨¡ª�Q ¨{­ {ª {«©)ª� ©¢ })��¡ª}­ �© �¤¡ �¡}¡0(¡� ©ª �¤¡

�¡§¢R¡ª¢©�}0ª£ |{�0� �VYX�L S nª ©)� �¡�¡{�}¤Q �¤¡ ¡(¡ª� 0� �¤¡ ~¡§0(¡�­ ©¢ ¡ª¡�£­ ©�

}{�|©ª {§§©'{ª}¡ '¤0}¤ }{ª |¡ ¡ª�)�¡~ |­ �)¡�­0ª£ �¤¡ �«{�� «¡�¡�S

z¤¡ ¡¬¡})�0©ª ©¢ �«{�� }©ª��{}� 0ª}§)~¡� 0ª0�0{§0�{�0©ªQ «{�}¤0ª£ |0~� {ª~ ©;¡��Q

|0~~0ª£Q '0ªª¡� �¡§¡}�0©ªQ {ª~ ©'ª¡��¤0¨ ¡¬}¤{ª£¡S z¤¡ �¡§§¡� 0ª0�0{§0�¡� �¤¡ �«{��

}©ª��{}� |­ �¨¡}0¢­0ª£ ©;¡� }©ª~0�0©ª�S g)­¡�� '¤© «¡¡� �¤¡ }©ª~0�0©ª� '0§§ |¡

©¨�0«{§§­ «{�}¤¡~ �© ~¡¨©�0� �¤¡0� |0~� ©ª �¤¡ �«{�� }©ª��{}� ¢©� {)}�0©ªS �ª�0§ �¤¡

{)}�0©ª ¡ª~¡~Q �¤¡ |)­¡� '0�¤ �¤¡ ¤0£¤¡�� |0~~0ª£ ¨�0}¡ '0ª� �¤¡ {)}�0©ªS z¤¡ �¡��

©¢ |)­¡�� }{ª '0�¤~�{' �¤¡0� ~¡¨©�0�� ¢�©« �¤¡ �«{�� }©ª��{}�S z¤¡ �«{�� }©ª��{}�

~0�¡}�§­ �)¡�0¡� �¤¡ �«{�� «¡�¡� �© ¡ª�)�¡ �¤{� {£�¡¡~ ¡ª¡�£­ ©� }{�|©ª {§§©'{ª}¡

0� �)¨¨§0¡~ |­ �¤¡ �¡§§¡� {� �¤¡ {£�¡¡~ �0«¡Q |¡¢©�¡ ��{ª�¢¡��0ª£ �¤¡ ¤0£¤¡�� |)­¡�L�

~¡¨©�0�¡~ |0~ �© �¤¡ �¡§§¡�S

f§§ �¤¡ ��{ª�{}�0©ª� {�¡ ��©�¡~Q �¤{�¡~ {ª~ {)~0�¡~ |­ ¢)§§ ª©~¡� �© ({§0~{�¡

{)�¤¡ª�0}0�­ {ª~ {}})�{}­S z¤¡ ({§0~{�¡~ ��{ª�{}�0©ª� {�¡ ���)}�)�¡~ 0ª ¨)|§0}§­

{({0§{|§¡ |§©}¦�S z¤¡ |§©}¦� {�¡ }¤�©ª©§©£0}{§§­ }¤{0ª¡~ �© ¡{}¤ ©�¤¡� �¤�©)£¤ 0ªR

(©§(0ª£ �¤¡ ¤{�¤ ©¢ ¨�¡(0©)� |§©}¦ 0ª�© �¤¡ })��¡ª� |§©}¦Q ¢©�«0ª£ { |§©}¦}¤{0ªS z¤¡

({§0~{�0©ª 0� }©§§¡}�0(¡§­ {}¤0¡(¡~ |­ {§§ ª©~¡� �¤�©)£¤ �¡{}¤0ª£ { }©ª�¡ª�)� ©¢ �¤¡

¨�©©¢R©¢R'©�¦ �WVU� '¤0}¤ )�¡� �¡})�¡ ¤{�¤ {§£©�0�¤« ymfRWZ[ �© ¨�©�¡}� {§§ |§©}¦�S

z¤¡ 0ª¨)�� ©¢ ymfRWZ[ {�¡ |§©}¦ ª)«|¡�Q ª©ª}¡Q �0«¡��{«¨Q {ª~ ¤{�¤ ©)�¨)� ©¢

¨�¡(0©)� |§©}¦Q {ª~ �¤¡ ©)�¨)� ©¢ ymfRWZ[ 0� { <¬¡~R§¡ª£�¤ ~0£¡�� {� { )ª0�)¡ 0~¡ªR

�0�­ ©¢ { |§©}¦S z¤0� )ª0�)¡ 0~¡ª�0�­ 0� £){�{ª�¡¡~ |­ �¨¡}0{§§­ «0ª¡~ ª©ª}¡ {ª~

}©§§¡}�0(¡§­ (¡�0<}{�0©ª ©¢ {§§ ª©~¡�Q '¤0}¤ «¡{ª� �¤{� 0¢ { «{§0}0©)� ª©~¡ }¤{ª£¡�

©ª¡ |§©}¦Q { ~0;¡�¡ª� ª©ª}¡ '0§§ �¡�)§� 0ª {ª )ª(¡�0<¡~ |§©}¦Q {ª~ 0¢ { «{§0}0©)�

ª©~¡ }¤{ª£¡� {§§ |§©}¦�Q 0� '0§§ |¡ ¡¬��¡«¡§­ }©«¨)�{�0©ª{§§­ ~0C})§�S z¤¡�¡¢©�¡Q

�¤¡ }¤{0ª0ª£ ¢¡{�)�¡ ©¢ |§©}¦}¤{0ª {ª~ ~0C})§�­ ©¢ �©§(0ª£ �¤¡ ¨�©©¢R©¢R'©�¦ ¡ª{|§¡

��{ª�{}�0©ª� �© |¡ ��{}¡{|§¡Q (¡�0<{|§¡ {ª~ �¡«¨¡�0ª£ �¡�0��{ª}¡S

ZSX ��©|§¡« k©�«)§{�0©ª

z¤0� �¡}�0©ª ~¡�}�0|¡� �¤¡ ¨�©|§¡« ¢©�«)§{�0©ª ©¢ ¤0¡�{�}¤0}{§ �¤�¡¡R§{­¡� ��{~0ª£

¢�{«¡'©�¦S

v}�©|¡� ]Q WUWU
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ZSXSV ��©�)«¡�Rh¡ª��0} s©' h{�|©ª nª}¡ª�0(¡ t¡}¤{ª0�«

x¡}{§§ �¤{� 0ª h¤{¨�¡� XQ ¢©� �¤¡ }©ª(¡ª�0©ª{§ ¨©'¡� �­��¡«�Q �¤¡ §{�£¡ �}{§¡ £¡ª¡�R

{�©�� �¡¨©�� �¤¡0� {ªª){§ ¢)¡§ )�{£¡ {ª~ ¡§¡}��0}0�­ �)¨¨§­ �© ¡({§){�¡ �¤¡ ¡C}0¡ª}­

©¢ ¡§¡}��0}0�­ �)¨¨§­S �0�¤ �¤¡ 0ª¢©�«{�0©ª ©¢ �¤¡ ¡C}0¡ª}­ ©¢ ¡§¡}��0}0�­ �)¨¨§­

{ª~ }{�|©ª 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢ ¢)¡§�Q �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢ £¡ª¡�{�©�� }{ª

|¡ ��{}¡~S z¤¡ ¨�©¨©�¡~ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ��{}0ª£ {¨¨�©{}¤ 0ª y¡}�0©ª XSWSW 0�

�)|�¡�)¡ª�§­ 0«¨§¡«¡ª�¡~ �© ¡({§){�¡ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ¢�©« £¡ª¡�{�0©ªQ ��{ª�R

«0��0©ªQ ��{ª�«0��0©ª §©��Q {ª~ }©ª�)«¨�0©ªS g­ }©ª��{��Q '0�¤ �¤¡ 0ª�¡£�{�0©ª ©¢

�¤¡ ixjy� 0ª �¤¡ ~0���0|)�0©ª �­��¡«�Q ¨�©�)«¡�� ¨§{­ { �©§¡ {� |©�¤ £¡ª¡�{�©��

{ª~ }©ª�)«¡��S z¤0� }{�|©ª ¡«0��0©ª� ��{}0ª£ {¨¨�©{}¤ ª¡¡~� �© |¡ ¡¬�¡ª~¡~ �©

~0��0ª£)0�¤ �¤¡ ¢©§§©'0ª£ ¨©��0©ª� ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª�S

¼ h{�|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ )�0ª£ { ¨�©�)«¡�L� ©'ª £¡ª¡�{�0©ª ¢©� «¡¡�0ª£

0�� ©'ª ~¡«{ª~S

¼ h{�|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ )�0ª£ { ¨�©�)«¡�L� ©'ª £¡ª¡�{�0©ª ¢©� �)¨¨§­0ª£

©�¤¡� ¨�©�)«¡��L ~¡«{ª~S

¼ h{�|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ { ¨�©�)«¡�L� ~¡«{ª~ |¡0ª£ �)¨¨§0¡~ |­ ©�¤¡�

¨�©�)«¡��L £¡ª¡�{�0©ªS

z¤¡ ~¡(¡§©¨¡~ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ��{}0ª£ {¨¨�©{}¤ {0«� �© ¡({§){�¡ �¤¡ hjk 0ª

«0}�©£�0~� }©ª�0~¡�0ª£ �¤¡�¡ |0~0�¡}�0©ª{§ ¨©'¡� B©'� }{)�¡~ |­ ¡ª¡�£­ ��{~0ª£S

x¡}{§§ �¤{� I {ª~ K ~¡ª©�¡ �¤¡ 0ª~¡¬ �¡�� ©¢ £¡ª¡�{�©�� {ª~ §©{~� ©¢ { ¨�©�)«¡�Q

�¡�¨¡}�0(¡§­Q {ª~ ri,t {ª~ rk,t ~¡ª©�¡ �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡� }{)�¡~ |­ ¨©'¡�

£¡ª¡�{�0©ª ©¢ £¡ª¡�{�©� i ∈ I {ª~ ¨©'¡� }©ª�)«¨�0©ª ©¢ §©{~ k ∈ K {� �}¤¡~)§0ª£

�0«¡ tQ �¡�¨¡}�0(¡§­S f �}¤¡«{�0} 0§§)���{�0©ª ©¢ �¤¡ {¢©�¡«¡ª�0©ª¡~ �¤�¡¡ ¨©��0©ª�

©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0� ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª k0£S ZSXS ��©�)«¡� f £¡ª¡�{�¡� �)�¨§)� ¡ª¡�£­

{¢�¡� «¡¡�0ª£ 0�� ©'ª ~¡«{ª~Q {ª~ �)¨¨§0¡� �¤¡ �)�¨§)� ¡ª¡�£­ �© ¨�©�)«¡� g '¤©

0� )ª{|§¡ �© £¡ª¡�{�¡ ¡ª©)£¤ ¡ª¡�£­ �© «¡¡� 0�� ©'ª ~¡«{ª~S z¤¡ ¨©��0©ª ©¢ }{�R

|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ )�0ª£ ¨�©�)«¡� f {ª~ ¨�©�)«¡� gL � ©'ª £¡ª¡�{�0©ª ¢©�

«¡¡�0ª£ �¤¡0� ©'ª ~¡«{ª~ }{ª |¡ �){ª�0<¡~ |­
∑

k∈K rfk,t {ª~
∑

k∈K rgk,tQ �¡�¨¡}R

�0(¡§­S nª {~~0�0©ªQ �¤¡ ¨©��0©ª ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ )�0ª£ { ¨�©�)«¡�L�

v}�©|¡� ]Q WUWU
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©'ª £¡ª¡�{�0©ª ¢©� �)¨¨§­0ª£ ©�¤¡� ¨�©�)«¡��L ~¡«{ª~ }{ª |¡ ~¡�}�0|¡~ {�

rª¡�,t =
∑

i∈I

ri,t −
∑

k∈K

rk,t, MZSXSVN

'¤¡�¡ rª¡�,t 0� �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ }{)�¡~ |­ )�0ª£ { ¨�©�)«¡�L� ©'ª £¡ª¡�{�0©ª

¢©� �)¨¨§­0ª£ ©�¤¡� ¨�©�)«¡��L ~¡«{ª~ {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tS m¡ª}¡Q {� 0ª~0}{�¡~

0ª k0£S ZSXQ �¤¡ ¨©��0©ª ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� }{)�¡~ |­ )�0ª£ ¨�©�)«¡� fL � ©'ª

£¡ª¡�{�0©ª ¢©� �)¨¨§­0ª£ ¨�©�)«¡� gL � ~¡«{ª~ }{ª |¡ �){ª�0<¡~ |­ rfª¡�,t '¤0}¤ 0�

�¤¡ �{«¡ {«©)ª� ¢©� �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ }{)�¡~ |­ ¨�©�)«¡� gL � ~¡«{ª~

|¡0ª£ �)¨¨§0¡~ |­ ¨�©�)«¡� fL � £¡ª¡�{�0©ªS

k0£)�¡ ZSX_ y}¤¡«{�0} 0§§)���{�0©ª ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ��{}0ª£ ¢©� ¨�©�)«¡��S ��©R

�)«¡� f �)¨¨§0¡� �)�¨§)� ¡ª¡�£­ �© ¨�©�)«¡� gS ��©�)«¡� f ª¡¡~� �© ¤{(¡ �¤¡

}{�|©ª {§§©'{ª}¡ Mrf{§§©',tN '¤¡ª �)¨¨§­0ª£ ¡ª¡�£­ �© ¨�©�)«¡� gS

vª}¡ �¤¡�¡ ¨©��0©ª� ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� {�¡ ��{}¡~Q �¤¡ ~¡}¡ª��{§0�¡~ §©' }{�R

|©ª 0ª}¡ª�0(¡ «¡}¤{ª0�« 0ª y¡}�0©ª XSWSX 0� ¡¬�¡ª~¡~ }©��¡�¨©ª~0ª£§­ �{�£¡�0ª£ ©ª

0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡��S f}}©�~0ª£ �© �¤¡ ¨�0ª}0¨§¡ ©¢ }{�|©ª {}}©)ª�0ª£ �\^�Q '¤¡ª

{ ¨�©�)«¡� �)¨¨§0¡� ¡ª¡�£­ �© ©�¤¡� ¨�©�)«¡��Q �¤0� ¨�©�)«¡� ª¡¡~� �© ¤{(¡ �¤¡

}{�|©ª {§§©'{ª}¡ {� { ¨¡�«0��0©ª ©¢ ¨©§§)�{ª� ¡«0��0ª£S s¡� r{§§©',t ~¡ª©�¡ �¤¡ }{�R

|©ª {§§©'{ª}¡ ©¢ { ¨�©�)«¡� {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tQ {ª~ γ (·) ~¡ª©�¡ �¤¡ ¢)ª}�0©ª

©¢ �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª ¢©� }{�|©ª �¡~)}�0©ª ©¢ { ¨�©�)«¡�S z¤¡ ¢©§§©'0ª£

{��)«¨�0©ª� ª¡¡~ �© |¡ }©ª�0~¡�¡~ �© ¢©�«)§{�¡ �¤¡ ¨�©�)«¡�R}¡ª��0} §©' }{�|©ª

0ª}¡ª�0(¡S

¼ f��)«¨�0©ª V _ n¢ rª¡�,t > r{§§©',tQ { ¨�©�)«¡� ¤{� �© |)­ �¤¡ }{�|©ª {§§©'{ª}¡

v}�©|¡� ]Q WUWU
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¢�©« ©�¤¡� ¨�©�)«¡��` n¢ rª¡�,t < r{§§©',tQ { ¨�©�)«¡� }{ª ª©� ©ª§­ �¡§§ �¤¡ ¡¬��{

}{�|©ª {§§©'{ª}¡ �© ©�¤¡� ¨�©�)«¡��Q |)� {§�© �¡}¡0(¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª

£¡ª¡�{�¡~ |­ �¤¡ }©ª�¡ª�)� ©¢ ¨¡¡�R�©R¨¡¡� ��{~0ª£ ª¡�'©�¦�S

¼ f��)«¨�0©ª W _ z¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �¤©)§~ |¡ ª©ªRª¡£{�0(¡S �¤¡ª

�¤¡ ª¡� }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ �¡~)}¡� �© ®¡�©Q �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª ©¢

{ ¨�©�)«¡� �¤©)§~ |¡ «{¬0«)«Q 0S¡S γ = γ«{¬Q 0¢ rª¡�,t = 0Q '¤¡�¡ γ«{¬ 0� �¤¡

«{¬0«)« «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª ¢©� }{�|©ª �¡~)}�0©ª ©¢ { ¨�©�)«¡�S

¼ f��)«¨�0©ª X _ �¤¡ª �¤¡ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ 0� {��0£ª¡~Q �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ªR

�{�0©ª �¤©)§~ |¡ «©ª©�©ª0}{§§­ ~¡}�¡{�0ª£ �© �¤¡ ª¡� }{�|©ª ¡«0��0©ª� �{�¡ {�

∂γ (rª¡�,t, r{§§©',t)

∂rª¡�,t
< 0. MZSXSWN

¼ f��)«¨�0©ª Y _ s¡�N ~¡ª©�¡ �¤¡ 0ª~¡¬ �¡� ©¢ ¨�©�)«¡�� 0ª �¤¡ �{«¡ «0}�©£�0~S

z¤¡ 0ª0�0{§ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ ©¢ ¡{}¤ ¨�©�)«¡� 0� {��0£ª¡~ |­ �¤¡ |§©}¦}¤{0ª

�­��¡« |{�¡~ ©ª �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡� ©¢ ¨�©�)«¡�� {ª~ }{�|©ª

�¡~)}�0©ª �{�£¡� ©¢ {ª ¡ª�¡«|§¡ ©¢ ¨�©�)«¡�� {�

r{§§©',t =
ρn∑

n∈N ρn
· ē, MZSXSXN

'¤¡�¡ ρn 0� �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�­ ©¢ ¨�©�)«¡� nQ {ª~ ē 0� �¤¡ �{�£¡�¡~

�©�{§ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ©¢ {ª ¡ª�¡«|§¡ ©¢ ¨�©�)«¡��S

z¤¡ ¨�©�)«¡�� '0�¤ ¤0£¤R§¡(¡§ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� '0§§ �¡}¡0(¡ «©�¡ «©ª¡�{�­

}©«¨¡ª�{�0©ª �¤{ª �¤¡ ¨�©�)«¡�� '0�¤ §©'R§¡(¡§ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª�Q |¡}{)�¡

�¤©�¡ ¨�©�)«¡�� '0�¤ ¤0£¤R§¡(¡§ ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� {�¡ «©�¡ )�£¡ª� ¢©� }{�|©ª

«0�0£{�0©ªS z¤0� «¡{ª� �¤{� �¤¡ «{�£0ª{§ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �¤©)§~ |¡

«©ª©�©ª0}{§§­ 0ª}�¡{�0ª£ �© �¤¡ {��0£ª¡~ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ {�

∂2γ (rª¡�,t, r{§§©',t)

∂r2{§§©',t

> 0. MZSXSYN

m¡ª}¡Q �¤¡ ¢©§§©'0ª£ ¢)ª}�0©ª '¤0}¤ �{�0�<¡� {§§ �¤¡ {��)«¨�0©ª� 0� «©~¡§§¡~ {� �¤¡

¨�©�)«¡�R}¡ª��0} «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª ¢©� }{�|©ª �¡~)}�0©ª

γ (rª¡�,t, r{§§©',t) :=




αt ·

√
(r{§§©',t ·∆t)2 − (rª¡�Q� ·∆t)2, r{§§©',t > rª¡�,t,

0, r{§§©',t ≤ rª¡�,t,
MZSXSZN

v}�©|¡� ]Q WUWU
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'¤¡�¡ αt 0� �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡ {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tQ {ª~ ∆t 0� �¤¡

�}¤¡~)§0ª£ 0ª�¡�({§S

ZSXSW ��©�)«¡�Rh¡ª��0} f§£©�0�¤«

z¤¡ ¨�©�)«¡�R}¡ª��0} ��{~0ª£ ¡ª{|§¡� ¨�©�)«¡�� 0ª �¤¡ �{«¡ «0}�©£�0~ �© ¡¬}¤{ª£¡

¡ª¡�£­ ©� }{�|©ª {§§©'{ª}¡ '0�¤ ª¡0£¤|©)�0ª£ ¨�©�)«¡�� ¢©� �¤¡ ¨)�¨©�¡ ©¢ �¡£0©ª{§

|{§{ª}¡S z¤¡ ¨©'¡� §©��¡� }©ª�0�� ©¢ ��{ª�«0��0©ª §©��¡� {ª~ ~0���0|)�0©ª §©��¡�S

z¤¡ ��{ª�«0��0©ª §©��¡� �¡¢¡� �© �¤¡ §©��¡� ¢�©« £¡ª¡�{�©�� �© ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦�S

z¤¡ ~0���0|)�0©ª §©��¡� �¡¢¡� �© �¤¡ §©��¡� '0�¤0ª �¤¡ ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦�Q ¡S£S

¨©'¡� §©��¡� '0�¤0ª { }©««)ª0�­S k�©« �¤¡ '¤©§¡ ¨©'¡� �­��¡«� ¨¡��¨¡}�0(¡ {�

�¤¡ ¢©})� 0ª h¤{¨�¡� XQ �¤¡ ��{ª�«0��0©ª §©��¡� {}}©)ª� ¢©� {|©)� W J R [ J ©¢

�©�{§ ¨©'¡� £¡ª¡�{�0©ª �WVV�S k�©« �¤¡ ~0���0|)�0©ª �­��¡«� ¨¡��¨¡}�0(¡ {� �¤¡

¢©})� ©¢ �¤0� }¤{¨�¡�Q �¤¡ ~0���0|)�0©ª §©��¡� {�¡ §©'¡� �¤{ª �¤¡ ��{ª�«0��0©ª §©��¡�S

z¤0� 0� |¡}{)�¡ �¤¡ £¡ª¡�{�©�� {ª~ §©{~� {�¡ ª¡{�|­Q {ª~ �¤¡ {«©)ª� ©¢ ~0���0|)�¡~

£¡ª¡�{�0©ª ¢�©« ¨�©�)«¡�� 0� �«{§§¡� �¡§{�0(¡ �© �¤¡ {«©)ª� ©¢ §{�£¡R�}{§¡ £¡ª¡�{�0©ª

0ª ¨©'¡� �­��¡«�S z¤¡�¡¢©�¡Q �¤¡ ~0���0|)�0©ª §©��¡� 0ª �¤0� }¤{¨�¡� {�¡ ª¡£§¡}�¡~S

x¡}{§§ �¤{� pi,t {ª~ pk,t ~¡ª©�¡ �¤¡ ¨©'¡� £¡ª¡�{�0©ª ©¢ £¡ª¡�{�©� i ∈ I {� �}¤¡~)§0ª£

�0«¡ tQ {ª~ ¨©'¡� }©ª�)«¨�0©ª ©¢ §©{~ k ∈ K {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tQ �¡�¨¡}�0(¡§­S z¤¡

¨�©�)«¡�R}¡ª��0} {§£©�0�¤« 0� ~0�})��¡~ {� ¢©§§©'� '¤¡ª { ¨�©�)«¡� 0� {ª ¡ª¡�£­

|)­¡� ©� ¡ª¡�£­ �¡§§¡�Q �¡�¨¡}�0(¡§­S

��©�)«¡� {� jª¡�£­ g)­¡�

�¤¡ª { ¨�©�)«¡� 0� )ª{|§¡ �© £¡ª¡�{�¡ ¡ª©)£¤ ¡ª¡�£­ �© «¡¡� 0�� ©'ª ~¡«{ª~Q 0S¡S
∑

i∈I pi,t <
∑

k∈K pk,tQ �¤0� ¨�©�)«¡� ª¡¡~� �© |)­ ¡ª¡�£­ ¢�©« ©�¤¡� ¨�©�)«¡�� {�

{ª ¡ª¡�£­ |)­¡�S z¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ { ¨�©�)«¡� {� {ª ¡ª¡�£­ |)­¡� }{ª |¡

«©~¡§§¡~ {�

fb (pi,t, pk,t, b¡ª¡�£­,t) :=
∑

t∈T|)­¡�

(∑

k∈K

pk,t −
∑

i∈I

pi,t

)
·∆t · b¡ª¡�£­,t, MZSXS[N

'¤¡�¡ fb (·) 0� �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ¡§¡}��0}0�­ |0§§� ©¢ { ¨�©�)«¡�Q b¡ª¡�£­,t 0� �¤¡

|0~~0ª£ ¨�0}¡ ©¢ { ¨�©�)«¡� {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t ¢©� |)­0ª£ ¡ª¡�£­Q {ª~ T|)­¡� 0� �¤¡

0ª~¡¬ �¡� ©¢ �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ '¤¡ª { ¨�©�)«¡� 0� {ª ¡ª¡�£­ |)­¡�S

v}�©|¡� ]Q WUWU



ZSXS ��©|§¡« k©�«)§{�0©ª VXU

�¤¡ª { ¨�©�)«¡� ¨{��0}0¨{�¡� 0ª �¤¡ ¨¡¡�R�©R¨¡¡� ��{~0ª£ ª¡�'©�¦ {� {ª ¡ª¡�£­

|)­¡�Q �¤¡ �«{�� }©ª��{}� �¡�)0�¡� �¤0� ¨�©�)«¡� �© ¤{(¡ ¡ª©)£¤ {}}©)ª� |{§{ª}¡

¢©� ¨)�}¤{�0ª£ �¤¡ |0~¡~ ¡ª¡�£­ {�

∑

t∈T|)­¡�

(∑

k∈K

pk,t −
∑

i∈I

pi,t

)
·∆t · b¡ª¡�£­,t ≤ b|{§{ª}¡, MZSXS\N

'¤¡�¡ b|{§{ª}¡ 0� �¤¡ {}}©)ª� |{§{ª}¡ ©¢ { |)­¡�S

f~~0�0©ª{§§­Q �© ¨�©}¡¡~ �¤¡ {)}�0©ªQ �¤¡ �«{�� }©ª��{}� �¡�)0�¡� �¤{� { |)­¡�L�

|0~~0ª£ ¨�0}¡ 0� ¤0£¤¡� �¤{ª �¤¡ })��¡ª�§­ ¤0£¤¡�� |0~~0ª£ ¨�0}¡� �)|«0��¡~ |­ ©�¤¡�

¡ª¡�£­ |)­¡�� ¢©� �¤¡ �{«¡ ©;¡� {�

b¤0£¤¡��¡ª¡�£­,t < b¡ª¡�£­,t, MZSXS]N

'¤¡�¡ b¤0£¤¡��¡ª¡�£­,t 0� �¤¡ })��¡ª�§­ ¤0£¤¡�� |0~~0ª£ ¨�0}¡ ¢©� �¤¡ ¡ª¡�£­ �¡§§0ª£ {� �}¤¡~)§R

0ª£ �0«¡ t ©(¡� {§§ ¡ª¡�£­ |)­¡�� )¨~{�¡~ |­ �¤¡ |§©}¦}¤{0ª ª¡�'©�¦S s¡� B¡ª¡�£­,t

~¡ª©�¡ �¤¡ �¡� ©¢ |0~~0ª£ ¨�0}¡� �)|«0��¡~ |­ {§§ ¡ª¡�£­ |)­¡�� ¢©� �¤¡ ©;¡� ©¢ �¡§§0ª£

¡ª¡�£­ {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tS �¡ ¤{(¡

b¤0£¤¡��¡ª¡�£­,t = max : B¡ª¡�£­,t. MZSXS^N

z¤¡�¡¢©�¡Q �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ©¢ { ¨�©�)«¡� {� {ª ¡ª¡�£­ |)­¡� 0� �© «0ª0«0�¡ 0��

¡§¡}��0}0�­ |0§§� |­ ���{�¡£0}{§§­ ~¡}0~0ª£ �¤¡ |0~~0ª£ ¨�0}¡� ©¢ ¡ª¡�£­ {ª~ �¡�¤{¨0ª£

¨�©�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)�� {�

min
pi,t,pk,t,b¡ª¡�£­,t

: fb (pi,t, pk,t, b¡ª¡�£­,t) , MZSXSVUN

�S�S_MZSXS\NQ MZSXS]NQ {ª~ MZSXS^NS

��©�)«¡� {� jª¡�£­ y¡§§¡�

�¤¡ª { ¨�©�)«¡� £¡ª¡�{�¡� �)�¨§)� ¡ª¡�£­ {¢�¡� «¡¡�0ª£ 0�� ©'ª ~¡«{ª~Q 0S¡S
∑

k∈K pk,t <
∑

i∈I pi,tQ �¤0� ¨�©�)«¡� }{ª �¡§§ �¤¡ �)�¨§)� ¡ª¡�£­ �© ©�¤¡� ¨�©�)«¡��

{� {ª ¡ª¡�£­ �¡§§¡�S x¡}{§§ �¤{� '¤¡ª { ¨�©�)«¡� �¡§§� ¡ª¡�£­ �© ©�¤¡� ¨�©�)«¡��Q

�¤0� ¨�©�)«¡� ª¡¡~� �© ¤{(¡ �¤¡ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ r{§§©',t '¤0}¤ 0� {��0£ª¡~ |­ �¤¡

|§©}¦}¤{0ª �­��¡«S n¢ rª¡�,t > r{§§©',tQ �¤¡ ¨�©�)«¡� ¤{� �© |)­ �¤¡ ¡¬}¡¡~¡~ }{�|©ª

{§§©'{ª}¡ {� { ¨{�� ©¢ £¡ª¡�{�0ª£ }©���` n¢ rª¡�,t < r{§§©',tQ �¤¡ ¨�©�)«¡� }{ª �¡§§ �¤¡

v}�©|¡� ]Q WUWU



ZSXS ��©|§¡« k©�«)§{�0©ª VXV

¡¬��{ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ {ª~ |¡ }©«¨¡ª�{�¡~ {� { ¨{�� ©¢ �¡(¡ª)¡S s¡� c}{�|©ª (·)

~¡ª©�¡ �¤¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ }{�|©ª }©��T�¡(¡ª)¡ ©¢ {ª ¡ª¡�£­ �¡§§¡�S z¤¡ }©��T�¡(¡ª)¡

©¢ |)­0ª£T�¡§§0ª£ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ }{ª |¡ ~¡�}�0|¡~ {� ¢©§§©'� '¤¡ª c}{�|©ª 0� ¨©�0R

�0(¡Tª¡£{�0(¡S

c}{�|©ª (rª¡�Q�) :=





(rª¡�Q� − r{§§©',t) ·∆t · b¤0£¤¡��}{�|©ª,t − γ (rª¡�,t, r{§§©',t) , rª¡�,t < r{§§©',t,

(rª¡�Q� − r{§§©',t) ·∆t · b}{�|©ª,t, rª¡�,t > r{§§©',t,

MZSXSVVN

'¤¡�¡ b}{�|©ª,t 0� �¤¡ |0~~0ª£ ¨�0}¡ ©¢ { ¨�©�)«¡� {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t ¢©� |)­0ª£ }{�R

|©ª {§§©'{ª}¡Q {ª~ b¤0£¤¡��}{�|©ª,t 0� �¤¡ ¤0£¤¡�� |0~~0ª£ ¨�0}¡ ¢©� �¤¡ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ �¡§§R

0ª£ {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t ©(¡� {§§ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ |)­¡�� )¨~{�¡~ |­ �¤¡ |§©}¦}¤{0ª

ª¡�'©�¦S s¡� B}{�|©ª,t ~¡ª©�¡ �¤¡ �¡� ©¢ |0~~0ª£ ¨�0}¡� �)|«0��¡~ |­ {§§ �¤¡ }{�|©ª

{§§©'{ª}¡ |)­¡�� ¢©� �¤¡ ©;¡� ©¢ �¡§§0ª£ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tS �¡

¤{(¡

b¤0£¤¡��}{�|©ª,t = max : B}{�|©ª,t. MZSXSVWN

f¨{�� ¢�©« �¤¡ }{�|©ª }©��Q �¡}{§§ 0ª h¤{¨�¡� X {ª~ h¤{¨�¡� Y �¤{� ©�¤¡� ©¨R

¡�{�0ª£ }©��� 0ª}§)~¡ }©��� ©¢ ©¨¡�{�0©ªQ «{0ª�¡ª{ª}¡Q ¢)¡§Q {ª~ }{�|©ª }{¨�)�¡ {ª~

��©�{£¡ �V[^� M}©��� ©¢ ¨�¡R~¡(¡§©¨«¡ª�Q }©ª���)}�0©ªQ ~¡}©««0��0©ª0ª£Q {ª~ '{��¡

{�¡ ª©� }©ª�0~¡�¡~ 0ª ©)� ~­ª{«0} �}¤¡~)§0ª£ ¨�©|§¡«NS z¤¡ }©¡C}0¡ª�� ©¢ ©¨¡�{�R

0ª£ }©��� ¢©� ¡{}¤ ©¢ ¡ª¡�£­ �©)�}¡� {�¡ ¡({§){�¡~ |­ �¤¡ sh©j �V\U�S z¤¡ ¢)ª}�0©ª

©¢ ©¨¡�{�0ª£ }©��� ©¢ { ¨�©�)«¡� }{ª |¡ «©~¡§§¡~ {�

c (pi,t) :=
∑

i∈I

pi,t ·∆t · δi, MZSXSVXN

'¤¡�¡ c (·) 0� �¤¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ©¨¡�{�0ª£ }©��� ©¢ { ¨�©�)«¡� ¡¬}§)~0ª£ �¤¡ }{�|©ª

}©��Q {ª~ δi 0� �¤¡ }©¡C}0¡ª� ©¢ �¤¡ �©�{§ ©¨¡�{�0ª£ }©��� ©¢ £¡ª¡�{�©� iS

z¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ { ¨�©�)«¡� {� {ª ¡ª¡�£­ �¡§§¡� }{ª |¡ «©~¡§§¡~ {�

fp (pi,t, pk,t, b}{�|©ª,t) :=
∑

t∈T�¡§§¡�

[(∑

i∈I

pi,t−
∑

k∈K

pk,t

)
·∆t·b¤0£¤¡��¡ª¡�£­,t− c}{�|©ª(rª¡�Q�)− c(pi,t)

]
,

MZSXSVYN

'¤¡�¡ fp (·) 0� �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ¨�©<�� ©¢ { ¨�©�)«¡�Q {ª~ T�¡§§¡� 0� �¤¡ 0ª~¡¬

�¡� ©¢ �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ '¤¡ª { ¨�©�)«¡� 0� {ª ¡ª¡�£­ �¡§§¡�S

v}�©|¡� ]Q WUWU



ZSXS ��©|§¡« k©�«)§{�0©ª VXW

fª{§©£©)� �© �¤¡ ¡ª¡�£­ ��{~0ª£Q '¤¡ª { ¨�©�)«¡� ¨{��0}0¨{�¡� 0ª �¤¡ ¨¡¡�R�©R

¨¡¡� ��{~0ª£ ª¡�'©�¦ {� { }{�|©ª {§§©'{ª}¡ |)­¡�Q �¤¡ �«{�� }©ª��{}� �¡�)0�¡� �¤0�

¨�©�)«¡� ¤{� ¡ª©)£¤ {}}©)ª� |{§{ª}¡ ¢©� ¨)�}¤{�0ª£ �¤¡ |0~¡~ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ {�

∑

t∈T�¡§§¡�

c}{�|©ª (rª¡�Q�) ≤ b|{§{ª}¡, MZSXSVZN

f~~0�0©ª{§§­Q �© ¨�©}¡¡~ �¤¡ {)}�0©ªQ �¤¡ �«{�� }©ª��{}� �¡�)0�¡� �¤{� { |)­¡�L�

|0~~0ª£ ¨�0}¡ 0� ¤0£¤¡� �¤{ª �¤¡ })��¡ª�§­ ¤0£¤¡�� |0~~0ª£ ¨�0}¡� �)|«0��¡~ |­ ©�¤¡�

}{�|©ª {§§©'{ª}¡ |)­¡�� ¢©� �¤¡ �{«¡ ©;¡� {�

b¤0£¤¡��}{�|©ª,t < b}{�|©ª,t, MZSXSV[N

z¤¡�¡¢©�¡Q �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ©¢ { ¨�©�)«¡� {� {ª ¡ª¡�£­ �¡§§¡� 0� �© «{¬0«0�¡ 0��

¨�©<�� |­ ���{�¡£0}{§§­ ~¡}0~0ª£ �¤¡ |0~~0ª£ ¨�0}¡� ©¢ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ {ª~ �¡�¤{¨0ª£

¨�©�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)�� {�

max
pi,t,pk,t,b}{�|©ª,t

: fp (pi,t, pk,t, b}{�|©ª,t) , MZSXSV\N

�S�S_MZSXSVWNQ MZSXSVZNQ {ª~ MZSXSV[N

z¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡ b}{�|©ª,tQ MZSXSVZNQ {ª~ MZSXSV[N ©ª§­ ¤©§~ '¤¡ª { ¨�©�)«¡�

|)­� �¤¡ }{�|©ª {§§©'{ª}¡S

ZSXSX t0}�©£�0~Rz�{~¡�Rh¡ª��0} f§£©�0�¤«

f¢�¡� �¤¡ }©«¨§¡�0©ª ©¢ �¤¡ ¨�©�)«¡�R}¡ª��0} ��{~0ª£Q �¤¡�¡ «0£¤� |¡ �¡�0~){§ �)¨¨§­

©� ~¡«{ª~ '¤0}¤ }{ªª©� |¡ «¡� 0ª�0~¡ �¤¡ «0}�©£�0~ ~)¡ �© �¤¡ �)�¨§)� ©� �}{�}0�­

£¡ª¡�{�0©ª ©¢ {§§ ¨�©�)«¡�� 0ª �¤¡ �{«¡ «0}�©£�0~S z¤¡ tzR}¡ª��0} ��{~0ª£ {0«� �©

¤¡§¨ {ª ¡ª�¡«|§¡ ©¢ ¨�©�)«¡�� 0ª �¤¡ �{«¡ «0}�©£�0~ {££�¡£{�¡ �¤¡ �¡�0~){§ �)¨¨§­

{ª~ ~¡«{ª~S z¤�©)£¤ �©§(0ª£ �¤¡ ¨�©�)«¡�R}¡ª��0} {§£©�0�¤«Q �¤¡ ©¨�0«{§ ¨©'¡�

£¡ª¡�{�0©ª ©¢ £¡ª¡�{�©� i {ª~ ©¨�0«{§ ¨©'¡� }©ª�)«¨�0©ª ©¢ §©{~ k ¢©� { ¨�©�)«¡�

{� ¡{}¤ �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ t {�¡ ­0¡§~¡~Q ~¡ª©�¡~ {� p∗i,t {ª~ p∗k,tQ �¡�¨¡}�0(¡§­S z¤¡

�¡�0~){§ ¨©'¡� ©¢ ¨�©�)«¡� n ∈ N }{ª |¡ ~¡�}�0|¡~ {�

pn,t =
∑

i∈I

p∗i,t −
∑

k∈K

p∗k,t MZSXSV]N

'¤¡�¡ pn,t 0� �¤¡ �¡�0~){§ ¨©'¡� ©¢ ¨�©�)«¡� n ∈ N {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tS

v}�©|¡� ]Q WUWU



ZSXS ��©|§¡« k©�«)§{�0©ª VXX

t0}�©£�0~Rz�{~¡� {� jª¡�£­ g)­¡�

�¤¡ª {ª ¡ª�¡«|§¡ ©¢ ¨�©�)«¡�� 0ª �¤¡ �{«¡ «0}�©£�0~ 0� )ª{|§¡ �© «¡¡� �¤¡0� ©'ª

~¡«{ª~Q 0S¡S
∑

n∈N pn,t < 0Q tz ª¡¡~� �© ¤¡§¨ 0�� ¨�©�)«¡�� |)­ ¡ª¡�£­ ¢�©« ©�¤¡�

«0}�©£�0~� ©� 0«¨©�� ¢�©« �¤¡ «{0ª £�0~S z¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ { tz {� {ª

¡ª¡�£­ |)­¡� }{ª |¡ «©~¡§§¡~ {�

fB (b¡ª¡�£­,t) :=
∑

t∈T|)­¡�

∑

n∈N

(−pn,t) ·∆t · b¡ª¡�£­,t, MZSXSV^N

'¤¡�¡ fB (·) 0� �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ¡§¡}��0}0�­ |0§§� ©¢ { tzS

fª{§©£©)� �© �¤¡ ¨�©�)«¡�R}¡ª��0} ��{~0ª£Q �¤¡�¡ {�¡ {}}©)ª� |{§{ª}¡ }©ª���{0ª�

{ª~ �¤¡ ¤0£¤¡�� |0~~0ª£ }©ª���{0ª� '¤¡ª �¤¡ tz 0� {ª ¡ª¡�£­ |)­¡� {� MZSXSWUN {ª~

MZSXSWVNQ �¡�¨¡}�0(¡§­S

∑

t∈T|)­¡�

∑

n∈N

(−pn,t) ·∆t · b¡ª¡�£­,t ≤ b|{§{ª}¡, MZSXSWUN

b¤0£¤¡��¡ª¡�£­,t < b¡ª¡�£­,t. MZSXSWVN

z¤¡�¡¢©�¡Q �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ©¢ { tz {� {ª ¡ª¡�£­ |)­¡� 0� �© «0ª0«0�¡ ©(¡�{§§

¡§¡}��0}0�­ |0§§� ¢©� 0�� ¨�©�)«¡�� |­ ���{�¡£0}{§§­ ~¡}0~0ª£ �¤¡ ©¨�0«{§ |0~~0ª£ ¨�0}¡

©¢ ¡ª¡�£­ {�

min
b¡ª¡�£­,t

: fB (b¡ª¡�£­,t) , MZSXSWWN

�S�S_ MZSXSWUNQ {ª~ MZSXSWVNS

t0}�©£�0~Rz�{~¡� {� jª¡�£­ y¡§§¡�

�¤¡ª {ª ¡ª�¡«|§¡ ©¢ ¨�©�)«¡�� 0ª �¤¡ �{«¡ «0}�©£�0~ £¡ª¡�{�¡� �)�¨§)� ¡ª¡�£­

{¢�¡� «¡¡�0ª£ �¤¡0� ©'ª ~¡«{ª~Q 0S¡S
∑

n∈N pn,t > 0Q tz }{ª ¤¡§¨ 0�� ¨�©�)«¡�� �¡§§

¡ª¡�£­ �© ©�¤¡� «0}�©£�0~�S t¡{ª'¤0§¡Q tz }{ª ¤¡§¨ 0�� ¡ª¡�£­ �¡§§¡�� ��{~¡ �¡�0~){§

}{�|©ª {§§©'{ª}¡ '0�¤ ©�¤¡� «0}�©£�0~�S n¢ �¤¡ ª¡� }{�|©ª ¡«0��0©ª� ©¢ {ª ¡ª�¡«|§¡

©¢ ¨�©�)«¡�� 0ª �¤¡ �{«¡ «0}�©£�0~ ¡¬}¡¡~ �¤¡ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ ©¢ �¤0� «0}�©£�0~Q

tz ¤{� �© ¤¡§¨ 0�� ¨�©�)«¡�� |)­ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ ¢�©« ©�¤¡� «0}�©£�0~�S n¢ �¤¡ ª¡�

}{�|©ª ¡«0��0©ª� ©¢ {ª ¡ª�¡«|§¡ ©¢ ¨�©�)«¡�� 0ª �¤¡ �{«¡ «0}�©£�0~ {�¡ §¡�� �¤{ª �¤¡

}{�|©ª {§§©'{ª}¡ ©¢ �¤0� «0}�©£�0~Q tz }{ª ¤¡§¨ 0�� ¨�©�)«¡�� �¡§§ �¤¡ ¡¬��{ }{�|©ª

{§§©'{ª}¡ {ª~ ¡{�ª �¤¡ «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª ¢©� 0�� ¨�©�)«¡��S z¤0� �¡§{�0©ª�¤0¨

v}�©|¡� ]Q WUWU



ZSXS ��©|§¡« k©�«)§{�0©ª VXY

¤{� { �0«0§{� ¢©�«{� {� MZSXSVVNS m¡ª}¡Q �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ { tz {� {ª ¡ª¡�£­

�¡§§¡� }{ª |¡ «©~¡§§¡~ {�

fP (b}{�|©ª,t) :=
∑

t∈T�¡§§¡�

∑

n∈N

[
pn,t ·∆t · b¤0£¤¡��¡ª¡�£­,t − (c}{�|©ª,n + cn)

]
, MZSXSWXN

'¤¡�¡ fP (·) 0� �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ¢)ª}�0©ª ©¢ ¨�©<�� ©¢ { tzQ c}{�|©ª,n 0� �¤¡ }{�|©ª

}©��T�¡(¡ª)¡ ©¢ ¨�©�)«¡� nQ {ª~ cn 0� �¤¡ ©¨¡�{�0ª£ }©��� ¡¬}§)~0ª£ �¤¡ }{�|©ª }©��

©¢ ¨�©�)«¡� nS

z¤¡�¡ {�¡ {}}©)ª� |{§{ª}¡ }©ª���{0ª� {ª~ �¤¡ ¤0£¤¡�� |0~~0ª£ }©ª���{0ª� '¤¡ª

�¤¡ tz 0� { }{�|©ª {§§©'{ª}¡ |)­¡� {� MZSXSWYN {ª~ MZSXSWZNQ �¡�¨¡}�0(¡§­S

∑

t∈T�¡§§¡�

∑

n∈N

c}{�|©ª,n ≤ b|{§{ª}¡, MZSXSWYN

b¤0£¤¡��}{�|©ª,t < b}{�|©ª,t. MZSXSWZN

z¤¡�¡¢©�¡Q �¤¡ ©|¥¡}�0(¡ ©¢ { tz {� {ª ¡ª¡�£­ �¡§§¡� 0� �© «{¬0«0�¡ �¤¡ ©(¡�{§§

¨�©<�� ¢©� 0�� ¨�©�)«¡�� |­ ���{�¡£0}{§§­ ~¡}0~0ª£ ©¨�0«{§ |0~~0ª£ ¨�0}¡� ©¢ }{�|©ª

{§§©'{ª}¡ {�

max
b}{�|©ªQ�

: fP (b}{�|©ª,t) , MZSXSW[N

�S�S_ MZSXSWYNQ {ª~ MZSXSWZNS

z¤¡ ~¡}0�0©ª ({�0{|§¡ b}{�|©ª,tQ MZSXSWYNQ {ª~ MZSXSWZN ©ª§­ ¤©§~ '¤¡ª { tz |)­�

�¤¡ }{�|©ª {§§©'{ª}¡S

x¡«{�¦ _ z¤¡ ©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|§¡«� ©¢ |©�¤ �¤¡ ¨�©�)«¡�R}¡ª��0} {§£©�0�¤« {ª~

�¤¡ tzR}¡ª��0} {§£©�0�¤« {�¡ �©§(¡~ |­ �¤¡ {��0<}0{§ 0««)ª¡ {§£©�0�¤«� {� ¨�©¨©�¡~

0ª h¤{¨�¡� X {ª~ h¤{¨�¡� YS z© 0«¨�©(¡ �¤¡ �}{§{|0§0�­ {ª~ }©«¨)�{�0©ª{§ ¡C}0¡ª}­Q

�¤¡ §¡{�ª0ª£ {¨¨�©{}¤ {� ¨�©¨©�¡~ 0ª h¤{¨�¡� Y 0� ¢)��¤¡� 0«¨§¡«¡ª�¡~ �© «{¦¡

¨�¡~0}�¡~ ©¨�0«{§ �}¤¡~)§0ª£ ~¡}0�0©ª�S

ZSXSY y«{�� h©ª��{}� g{�¡~ f)}�0©ª t¡}¤{ª0�«

nª �¤¡ §{­¡� ©¢ ¨¡¡�R�©R¨¡¡� ��{~0ª£ ¨§{�¢©�«Q �¤¡ ¨�©¨©�¡~ �«{�� }©ª��{}� |{�¡~

{)}�0©ª «¡}¤{ª0�« 0� {¨¨§0}{|§¡ ¢©� |©�¤ ¨�©�)«¡�� {ª~ tz� �© ��{~¡ ¡0�¤¡� ¡ª¡�£­

©� }{�|©ª {§§©'{ª}¡Q )ª~¡� �¤¡ ��{ª~{�~0�¡~ ª¡£©�0{�0©ª {ª~ �¡§¢R¡ª¢©�}0ª£ ©¢ �«{��

v}�©|¡� ]Q WUWU



ZSXS ��©|§¡« k©�«)§{�0©ª VXZ

}©ª��{}�S z¤¡ {)}�0©ª }©ª�0��� ©¢ �¤¡ ¢©§§©'0ª£ ��¡¨�_ 0ª0�0{§0�{�0©ªQ «{�}¤0ª£Q |0~R

~0ª£Q '0�¤~�{'{§Q {ª~ ¨{­R�©R�¡§§¡�S j{}¤ ��¡¨ 0� ¨¡�¢©�«¡~ |­ { ¢)ª}�0©ª ©¢ �«{��

}©ª��{}�Q ~¡ª©�¡~ {� f0ª0� (·)Q f«{�}¤ (·)Q f|0~ (·)Q f'0�¤~�{' (·)Q {ª~ f¨{­ (·)Q �¡�¨¡}�0(¡§­S

s¡� U ~¡ª©�¡ �¤¡ 0ª~¡¬ �¡� ©¢ �¡§§¡��Q {ª~ V ~¡ª©�¡ �¤¡ 0ª~¡¬ �¡� ©¢ |)­¡��S z¤¡

��{~0ª£ {§£©�0�¤«Q {� �¤©'ª 0ª f§£©�0�¤« ZQ 0� '�0��¡ª 0ª �¤¡ y©§0~0�­ §{ª£){£¡

{ª~ ��©�¡~ 0ª �¤¡ j�¤¡�¡)« |§©}¦}¤{0ª �WVW�S i¡�{0§¡~ ��¡¨� ©¢ ¡¬¡})�0ª£ �¤¡ {)}�0©ª

{�¡ ~¡�}�0|¡~ {�_

y�¡¨ V _ j{}¤ �¡§§¡� }{§§� �¤¡ 0ª0�0{§0�{�0©ª ¢)ª}�0©ª f0ª0� (·) ¢�©« �«{�� }©ª��{}�

�© �¨¡}0¢­ �¤¡ �¡§§¡� {~~�¡��Q ��{~0ª£ �­¨¡ M¡ª¡�£­ ©� }{�|©ª {§§©'{ª}¡NQ �¡§§¡� �­¨¡

M¨�©�)«¡� ©� tzNQ «0}�©£�0~ ª)«|¡�Q �¡§§0ª£ {«©)ª�Q «0ª0«{§ {}}¡¨�¡~ |0~~0ª£

¨�0}¡Q �¤¡ })��¡ª�§­ ¤0£¤¡�� |0~Q {ª~ �¤¡ �0«¡ ©¢ {)}�0©ª ¡ª~¡~ {�

Ou = f0ª0�

(
0~u, ε, β,mu, su, b

«0ª
u,t , b

¤0£¤¡��
u,t , τu

)
, MZSXSW\N

'¤¡�¡ Ou 0� �¤¡ ©;¡� 0ª0�0{§0�¡~ |­ �¡§§¡� u ∈ U Q 0~u 0� �¤¡ ¡ª}�­¨�¡~ {~~�¡�� ©¢ �¡§§¡�

uQ ε ∈ {0, 1} 0� { |0ª{�­ ({§)¡ 0ª~0}{�0ª£ 0¢ �¤¡ ��{~0ª£ �­¨¡ 0� ¡ª¡�£­ Mε = 0N ©�

}{�|©ª {§§©'{ª}¡ Mε = 1NQ β ∈ {0, 1} 0� { |0ª{�­ ({§)¡ 0ª~0}{�0ª£ 0¢ �¤¡ �¡§§¡� �­¨¡

0� ¨�©�)«¡� Mβ = 0N ©� tz Mβ = 1NQ mu 0� �¤¡ «0}�©£�0~ 0ª~¡¬ ©¢ �¡§§¡� u '¤0}¤

¡ª{|§¡� |)­¡�� �© <ª~ �¡§§¡�� 0ª �¤¡ �{«¡ «0}�©£�0~Q su 0� �¤¡ {«©)ª� ©¢ ¡ª¡�£­ ©�

}{�|©ª {§§©'{ª}¡ �© |¡ �)¨¨§0¡~ |­ �¡§§¡� uQ b«0ª
u,t 0� �¤¡ «0ª0«{§ {}}¡¨�¡~ |0~~0ª£

¨�0}¡ �¨¡}0<¡~ |­ �¡§§¡� u ¢©� �¤¡ ¡ª¡�£­ ©� }{�|©ª {§§©'{ª}¡ �© |¡ ¨�©(0~¡~ {�

�}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tQ b¤0£¤¡��u,t 0� �¤¡ })��¡ª�§­ ¤0£¤¡�� |0~~0ª£ ¨�0}¡ Mb¤0£¤¡��u,t = b«0ª
u,t {�

�¤¡ 0ª0�0{§0�{�0©ªN ¢©� �¤¡ ¡ª¡�£­ ©� }{�|©ª {§§©'{ª}¡ �© |¡ ¨�©(0~¡~ |­ �¤¡ �¡§§¡�

u {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tQ {ª~ τu 0� �¤¡ �0«¡ ©¢ {)}�0©ª ¡ª~¡~ �¨¡}0<¡~ |­ �¡§§¡� uS

z¤¡ |§©}¦}¤{0ª ª¡�'©�¦ ��©�¡� {ª~ )¨~{�¡� �¤¡ ©;¡�� ©¢ {§§ �¤¡ �¡§§¡��S z¤0� ��¡¨

}©��¡�¨©ª~� �© �¤¡ §0ª¡ VRX 0ª f§£©�0�¤« ZS

y�¡¨ W _ nª �¤¡ ¨�©¨©�¡~ {)}�0©ª «¡}¤{ª0�«Q ¡{}¤ |)­¡� ª¡¡~� �© |0~ '0�¤ {

¤0£¤¡� ¨�0}¡ �¤{ª �¤¡ })��¡ª�§­ ¤0£¤¡�� |0~~0ª£ ¨�0}¡ ©(¡� {§§ �¤¡ |)­¡��S m¡ª}¡Q �¤¡

«{�}¤0ª£ ¢)ª}�0©ª f«{�}¤ (·) {0«� �© ¤¡§¨ |)­¡�� {)�©«{�0}{§§­ «{�}¤ �¤¡ ©¨�0«{§

©;¡�� }©«|0ª{�0©ª �© �)|«0� �¤¡0� |0~�Q {}}©�~0ª£ �© �¤¡ ¢©§§©'0ª£ }�0�¡�0©ªS

¼ z¤¡ ~¡«{ª~ ©¢ ¡ª¡�£­ ©� }{�|©ª {§§©'{ª}¡ ¢©� { |)­¡� }{ª |¡ «¡� |­ �¤¡

�)««{�0©ª ©¢ �¡§¡}�¡~ ©;¡��S

v}�©|¡� ]Q WUWU



ZSXS ��©|§¡« k©�«)§{�0©ª VX[

f§£©�0�¤« Z y«{�� h©ª��{}� g{�¡~ f)}�0©ª ��©}¡~)�¡
V_ ¢)ª}�0©ª_ 0ª0�0{§0�{�0©ª f0ª0� (·)

W_ 0ª¨)�_ 0~u, ε, β,mu, su, b
«0ª
u,t , b

¤0£¤¡��
u,t , τu

X_ ©)�¨)�_ Ou

Y_ ¢)ª}�0©ª_ «{�}¤0ª£ f«{�}¤ (·)

Z_ ¢©� v ∈ V ~©

[_ <ª~ ©¨�0«{§ ©;¡�� }©«|0ª{�0©ª U∗
v |­ MZSXSW]N {ª~ MZSXSW^N

\_ ¡ª~ ¢©�

]_ ¢)ª}�0©ª_ |0~~0ª£ f|0~ (·)

^_ 0ª¨)�_ τª©', b∗v,mv, b|{§{ª}¡,v

VU_ '¤0§¡ τª©' ≤ τuQ mv = muQ b
¤0£¤¡��
u,t · su < b∗v · su ≤ b|{§{ª}¡,v ~©

VV_ �)|«0� |0~� {ª~ )¨~{�¡ �¤¡ ¤0£¤¡�� |0~~0ª£ ¨�0}¡ |­ MZSXSXVN

VW_ ¡ª~ '¤0§¡

VX_ ©)�¨)�_ b¤0£¤¡��
′

u,t

VY_ ¢)ª}�0©ª_ '0�¤~�{'{§ f'0�¤~�{' (·)

VZ_ 0ª¨)�_ τª©', b∗v, b|{§{ª}¡,v

V[_ '¤0§¡ τª©' > τ Q v ∈ V Q v �= v∗ ~©

V\_ )ª�)}}¡��¢)§ |)­¡�� '0�¤~�{' �¤¡0� |0~� |­ MZSXSXXN

V]_ ¡ª~ '¤0§¡

V^_ ©)�¨)�_ b′|{§{ª}¡,v

WU_ ¢)ª}�0©ª_ ¨{­R�©R�¡§§¡� f¨{­ (·)

WV_ 0ª¨)�_ τª©', b∗v, b|{§{ª}¡,u

WW_ '¤0§¡ τª©' > τ Q v = v∗ ~©

WX_ ¨{­ �¤¡ ~¡¨©�0�¡~ ¤0£¤¡�� |0~ �© �¡§§¡� |­ MZSXSXZN

WY_ ¡ª~ '¤0§¡

WZ_ ©)�¨)�_ b′|{§{ª}¡,u

v}�©|¡� ]Q WUWU



ZSXS ��©|§¡« k©�«)§{�0©ª VX\

¼ z¤¡ �¡§¡}�¡~ ©¨�0«{§ ©;¡�� ¤{(¡ �¤¡ «0ª0«{§ �)««{�0©ª ©¢ �¤¡ })��¡ª�§­ ¤0£¤R

¡�� |0~~0ª£ ¨�0}¡�Q '¤0}¤ {§§©'� |)­¡�� �© |0~ '0�¤ «0ª0«{§ |0~~0ª£ ¨�0}¡�S

z¤¡ ©¨�0«{§ ©;¡�� }©«|0ª{�0©ª }{ª |¡ ­0¡§~¡~ {�

U∗
v = argmin

u
:
∑

u∈U

b¤0£¤¡��u,t · su, MZSXSW]N

�S�S
∑

u∈U

su ≥ dv, MZSXSW^N

'¤¡�¡ U∗
v 0� �¤¡ �¡� ©¢ ©¨�0«{§ ©;¡�� }©«|0ª{�0©ª �¤{� }{ª «¡¡� |)­¡� vL � ~¡«{ª~

'0�¤ «0ª0«{§ �¡�)0�¡~ |0~~0ª£ ¨�0}¡�Q {ª~ dv 0� �¤¡ ~¡«{ª~ ©¢ ¡ª¡�£­ ©� }{�|©ª

{§§©'{ª}¡ ©¢ |)­¡� vS z¤0� ��¡¨ }©��¡�¨©ª~� �© �¤¡ §0ª¡ YR\ 0ª f§£©�0�¤« ZS

y�¡¨ X _ z¤¡ |0~~0ª£ ¢)ª}�0©ª f|0~ (·) ¡ª{|§¡� |)­¡�� �© �)|«0� �¤¡0� |0~� {¢�¡�

}¤¡}¦0ª£ �¤¡ ¢©§§©'0ª£ }©ª~0�0©ª�S

¼ z¤¡ {)}�0©ª 0� ª©� ¡ª~¡~Q 0S¡S τª©' ≤ τuQ '¤¡�¡ τª©' 0� �¤¡ })��¡ª� �0«¡S

¼ z¤¡ «0}�©£�0~ 0ª~¡¬ ©¢ |)­¡� vQ ~¡ª©�¡~ {� mvQ «{�}¤¡� muQ 0S¡S mv = muS

¼ z¤¡ |)­¡� ¤{� ¡ª©)£¤ |{§{ª}¡ �© ¨�©(0~¡ { ¤0£¤¡� |0~ �¤{ª �¤¡ })��¡ª�§­

¤0£¤¡�� |0~~0ª£ ¨�0}¡ {�

b¤0£¤¡��u,t · su < b∗v · su ≤ b|{§{ª}¡,v, MZSXSXUN

'¤¡�¡ b∗v 0� �¤¡ ©¨�0«{§ |0~~0ª£ ¨�0}¡ ©¢ |)­¡� v ­0¡§~¡~ |­ �©§(0ª£ �¤¡ ©¨�0«0R

�{�0©ª ¨�©|§¡«� 0ª ¨�©�)«¡�R}¡ª��0} {§£©�0�¤« ©� tzR}¡ª��0} {§£©�0�¤«Q {ª~

b|{§{ª}¡,v 0� �¤¡ {}}©)ª� |{§{ª}¡ ©¢ |)­¡� vS

f¢�¡� { |)­¡� �)}}¡��¢)§§­ �)|«0�� { |0~Q �¤¡ ¤0£¤¡�� |0~~0ª£ ¨�0}¡ ©¢ �¡§§¡� uL �

©;¡� 0� )¨~{�¡~ {�

b¤0£¤¡��
′

u,t = f|0~ (τª©', b
∗
v,mv, b|{§{ª}¡,v) , MZSXSXVN

'¤¡�¡ b¤0£¤¡��
′

u,t 0� �¤¡ )¨~{�¡~ })��¡ª�§­ ¤0£¤¡�� |0~~0ª£ ¨�0}¡ ¢©� �¤¡ ¡ª¡�£­ ©� }{�|©ª

{§§©'{ª}¡ �© |¡ ¨�©(0~¡~ |­ �¤¡ �¡§§¡� u {� �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tS g¡¢©�¡ �¤¡ {)}�0©ª 0�

¡ª~¡~Q {§§ �¤¡ |0~� {�¡ ¢�©®¡ª |­ �¤¡ �«{�� }©ª��{}�Q '¤0}¤ «¡{ª� �¤{� �¤¡ |)­¡��

{�¡ )ª{|§¡ �© '0�¤~�{' �¤¡0� |0~� |{}¦ �© �¤¡0� {}}©)ª�S z¤0� ��¡¨ }©��¡�¨©ª~� �©

�¤¡ §0ª¡ ]RVX 0ª f§£©�0�¤« ZS

v}�©|¡� ]Q WUWU



ZSYS h{�¡ y�)~0¡� VX]

y�¡¨ Y _ �¤¡ª �¤¡ {)}�0©ª 0� ¡ª~¡~Q 0S¡S τª©' > τ Q �¤¡ |)­¡� '0�¤ �¤¡ ¤0£¤¡��

|0~~0ª£ ¨�0}¡ '0ª� �¤¡ {)}�0©ª {�

v∗ = argmax
v

: Bt, MZSXSXWN

'¤¡�¡ v∗ 0� �¤¡ |)­¡� '0�¤ �¤¡ ¤0£¤¡�� |0~~0ª£ ¨�0}¡Q {ª~ Bt 0� �¤¡ �¡� ©¢ |0~R

~0ª£ ¨�0}¡� �)|«0��¡~ |­ {§§ |)­¡�� ¢©� �¤¡ ¡ª¡�£­ ©� }{�|©ª {§§©'{ª}¡ ¨�©(0~¡~ {�

�}¤¡~)§0ª£ �0«¡ tS

z¤¡ �¡�� ©¢ )ª�)}}¡��¢)§ |)­¡�� v ∈ V , v �= v∗ '0�¤~�{' �¤¡0� ¨�¡(0©)�§­ �)|«0�R

�¡~ |0~� |­ }{§§0ª£ �¤¡ '0�¤~�{'{§ ¢)ª}�0©ª f'0�¤~�{' (·) {�

b′|{§{ª}¡,v = f'0�¤~�{' (τª©', b
∗
v, b|{§{ª}¡,v) , MZSXSXXN

'¤¡�¡

b′|{§{ª}¡,v = b|{§{ª}¡,v + b∗v · su, MZSXSXYN

0� �¤¡ )¨~{�¡~ {}}©)ª� |{§{ª}¡ ©¢ |)­¡� v {¢�¡� '0�¤~�{'0ª£ �¤¡ |0~ ¢©� �¡§§¡� uL �

©;¡�S z¤0� ��¡¨ }©��¡�¨©ª~� �© �¤¡ §0ª¡ VYRV^ 0ª f§£©�0�¤« ZS

y�¡¨ Z _ vª}¡ �¤¡ �«{�� }©ª��{}� }©ª<�«� �¤{� �¤¡ ¡ª¡�£­ ©� }{�|©ª {§§©'{ª}¡

0� ~¡§0(¡�¡~ |­ �)¡�­0ª£ �¤¡ �«{�� «¡�¡�Q �¤¡ ~¡¨©�0�¡~ <ª{§ ¤0£¤¡�� |0~ ¢©� ©;¡� uQ

~¡ª©�¡~ {� b¤0£¤¡��∗u,t 0� ¨{0~ �© �¤¡ �¡§§¡� |­ �¤¡ ¨{­R�©R�¡§§¡� ¢)ª}�0©ª f¨{­ (·) {�

b′|{§{ª}¡,u = f¨{­

(
τª©', b

¤0£¤¡��∗
u,t , b|{§{ª}¡,u

)
, MZSXSXZN

'¤¡�¡

b′|{§{ª}¡,u = b|{§{ª}¡,u + b¤0£¤¡��∗u,t · su, MZSXSX[N

0� �¤¡ )¨~{�¡~ {}}©)ª� |{§{ª}¡ ©¢ �¡§§¡� u {¢�¡� �¡}¡0(0ª£ �¤¡ ¨{­«¡ª�S z¤0� ��¡¨

}©��¡�¨©ª~� �© �¤¡ §0ª¡ WURWZ 0ª f§£©�0�¤« ZS

ZSY h{�¡ y�)~0¡�

nª �¤0� �¡}�0©ªQ }{�¡ ��)~0¡� ¤{(¡ |¡¡ª }©ª~)}�¡~ �© ¡({§){�¡ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ |§©}¦}¤{0ª

|{�¡~ ¨¡¡�R�©R¨¡¡� ��{~0ª£ ¢�{«¡'©�¦S

v}�©|¡� ]Q WUWU



ZSYS h{�¡ y�)~0¡� VX^

ZSYSV y0«)§{�0©ª y¡�)¨ {ª~ i{�{ f({0§{|0§0�­

z¤¡ ¨�©¨©�¡~ ¨�©�)«¡�R}¡ª��0} {§£©�0�¤« {ª~ tzR}¡ª��0} {§£©�0�¤« {�¡ '�0��¡ª 0ª

�¤¡ tfzsfg §{ª£){£¡S z¤¡ ¨�©¨©�¡~ �«{�� }©ª��{}� 0� '�0��¡ª 0ª �¤¡ y©§0~0�­ US[SU

{ª~ ¡¬¡})�¡~ ©ª �¤¡ x¡«0¬RnijS nª~0(0~){§ ~¡¨©�0� {}}©)ª�� {�¡ }�¡{�¡~ ¢©� ¡{}¤

¨�©�)«¡� {ª~ tzS fª ©(¡�(0¡' ©¢ �¡��0ª£ ¡ª(0�©ª«¡ª� ¢©� ©)� ¨�©¨©�¡~ |§©}¦}¤{0ª

|{�¡~ ¨¡¡�R�©R¨¡¡� ��{~0ª£ ¢�{«¡'©�¦ 0� ¨�¡�¡ª�¡~ 0ª k0£S ZSYS z¤¡ �0«)§{�0©ª� {�¡

¨¡�¢©�«¡~ )�0ª£ { «{}¤0ª¡ '0�¤ nª�¡§x h©�¡zt 0^R^^UUq h�� {� XS[U lm®S

k0£)�¡ ZSY_ v(¡�(0¡' ©¢ �¡��0ª£ ¡ª(0�©ª«¡ª� ¢©� |§©}¦}¤{0ª |{�¡~ ¨¡¡�R�©R¨¡¡� ��{~R

0ª£ ¢�{«¡'©�¦S z¤¡ �«{�� }©ª��{}� 0� '�0��¡ª 0ª �¤¡ y©§0~0�­ §{ª£){£¡ {ª~ ¡¬¡})�¡~

©ª �¤¡ x¡«0¬RnijS z¤¡ ¨�©�)«¡�R}¡ª��0} {§£©�0�¤« {ª~ tzR}¡ª��0} {§£©�0�¤« {�¡

'�0��¡ª 0ª �¤¡ tfzsfg §{ª£){£¡S nª~0(0~){§ ~¡¨©�0� {}}©)ª�� {�¡ }�¡{�¡~ ¢©� ¡{}¤

¨�©�)«¡� {ª~ tzS

z¤¡ «©~0<¡~ njjj X\R|)� ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦ 0� {~©¨�¡~ |­ ©)� �¡�¡{�}¤ {�

�¤©'ª 0ª k0£S ZSZS z¤¡ ª¡�'©�¦ 0� ¨{��0�0©ª¡~ 0ª�© Z 0ª�¡�}©ªª¡}�¡~ «0}�©£�0~�S

j{}¤ |)� �¡¨�¡�¡ª�� { ¨�©�)«¡�S \ �©§{� ¨¤©�©(©§�{0}�Q Y ~0¡�¡§ £¡ª¡�{�©��Q Y '0ª~
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�}¤¡~)§¡~ ¨�©�)«¨�0©ª ©¢ 0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡��Q {ª~ �¤¡ �0£¤� y {¬¡� 0ª~0}{�¡ �¤¡

©¨�0«{§ |0~~0ª£ ¨�0}¡�S z¤¡ x {¬¡� 0ª~0}{�¡ �¤¡ �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ ©¢ ~{­S

v}�©|¡� ]Q WUWU



ZSYS h{�¡ y�)~0¡� VY\

�}¤¡~)§0ª£ 0ª�¡�({§� {� «0}�©£�0~ WS z¤0� 0� |¡}{)�¡ �¤¡ £¡ª¡�{�0©ª }{¨{}0�­ ©¢

«0}�©£�0~ W }{ªª©� «¡¡� 0�� ~¡«{ª~S z¤¡ tz W ¤{� �© ¤¡§¨ 0�� ¨�©�)«¡�� |)­

¡ª¡�£­ ¢�©« ©�¤¡� tz�S f~~0�0©ª{§§­Q �¤�©)£¤ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ ¨¡¡�R�©R¨¡¡� ��{~0ª£

¢�{«¡'©�¦Q �¤¡ �¡§§0ª£ ¨�0}¡� {�¡ ��{|0§0�¡~ |¡�'¡¡ª [ ¨¡ª}¡T¦�¤ {ª~ VU ¨¡ª}¡T¦�¤

©(¡� {§§ �¤¡ �}¤¡~)§0ª£ 0ª�¡�({§�Q '¤0}¤ 0� ~0;¡�¡ª� ¢�©« �¤¡ {££�¡£{�©�R|{�¡~ ��{~0ª£

�ZYQZ[� '0�¤ ~�{«{�0} ¨¡{¦ ¨�0}¡� {ª~ ©;R¨¡{¦ ¨�0}¡�S z¤¡ {)}�0©ª ¨�0}¡� ~¡}0~¡~ |­

0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡�� }{ª {}})�{�¡§­ �{�£¡� ©ª �¤¡ {}�){§ �)¨¨§­R~¡«{ª~ �¡§{�0©ª�¤0¨

©¢ ¨�©�)«¡��S

k0£)�¡ ZSVV_ v¨�0«{§ |0~~0ª£ ¨�0}¡� ©¢ ¡ª¡�£­ |)­¡�� {� 0ª¨)�� ©¢ �«{�� }©ª��{}�S

z¤¡ y {¬¡� 0ª~0}{�¡ �¤¡ |)� ª)«|¡� ©¢ ¨�©�)«¡��Q {��0£ª¡~ �© }©��¡�¨©ª~0ª£ «0R

}�©£�0~�S z¤¡ x {¬¡� 0ª~0}{�¡ �¤¡ �}¤¡~)§0ª£ �0«¡ ©¢ ~{­S z¤¡ }©§©)�|{� 0ª~0}{�¡�

�¤¡ ©¨�0«{§ |0~~0ª£ ¨�0}¡� ¢�©« ¡{}¤ ¨�©�)«¡� ¢©� { £0(¡ª USZ ¤ �}¤¡~)§0ª£ 0ª�¡�({§S

z¤¡ �¡~ §0ª¡ 0ª~0}{�¡� �¤¡ ¤0£¤¡�� |0~~0ª£ ¨�0}¡� {}}¡¨�¡~ |­ ¡ª¡�£­ �¡§§¡��S z¤¡

�}¤¡~)§0ª£ 0ª�¡�({§ '0�¤©)� �¤¡ �¡~ §0ª¡ «¡{ª� �¤¡�¡ 0� ª© �)�¨§)� ¡ª¡�£­ ©ª �¤¡

«0}�©£�0~ �© ��{~¡S

v}�©|¡� ]Q WUWU



ZSYS h{�¡ y�)~0¡� VY]

ZSYSY i¡«©ª���{�0©ª ©¢ y«{�� h©ª��{}� j¬¡})�0©ª

k0£)�¡ ZSVW_ j¬¡})�0©ª ©¢ �«{�� }©ª��{}� |{�¡~ {)}�0©ª ©ª �¤¡ ¨¡¡�R�©R¨¡¡� ��{~0ª£

¨§{�¢©�«S z¤¡ |§{}¦ §0ª¡ 0� �¤¡ ¡¬¡})�0©ª ©¢ �¤¡ ¡ª¡�£­ ��{~0ª£Q {ª~ �¤¡ ~{�¤¡~ |§)¡

§0ª¡ 0� �¤¡ ¡¬¡})�0©ª ©¢ �¤¡ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ ��{~0ª£S

z¤¡ ¨�©¨©�¡~ {)}�0©ª «¡}¤{ª0�« 0� ¨¡�¢©�«¡~ 0ª �¤¡ ¢©�« ©¢ �«{�� }©ª��{}� ©ª

�¤¡ j�¤¡�¡)« |§©}¦}¤{0ªS k0£S ZSVW ~¡«©ª���{�¡� �¤¡ ¨�©}¡~)�¡ ©¢ ¡¬¡})�0ª£ �¤¡

{)}�0©ª� ©¢ ¡ª¡�£­ {ª~ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ ©ª �¤¡ «0}�©£�0~ ZS ��©�)«¡�� {� |)� \U[

{ª~ |)� \WY {�¡ ¡ª¡�£­ �¡§§¡�� �© �)¨¨§­ XV^ �¤ {ª~ VU^ �¤ ¡ª¡�£­Q �¡�¨¡}�0(¡§­S

��©�)«¡�� {� |)� \U[Q |)� \WYQ {ª~ |)� \WZ {�¡ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ �¡§§¡�� �© �)¨¨§­ \

£Q VVX £Q {ª~ VWX £ }{�|©ª {§§©'{ª}¡�Q �¡�¨¡}�0(¡§­S z¤¡ �¡§§¡�� }{§§ �¤¡ 0ª0�0{§0�{�0©ª

¢)ª}�0©ª ¢�©« �¤¡ ¢)§§ ª©~¡ �© �¨¡}0¢­ ©;¡� }©ª~0�0©ª�S ��©�)«¡� {� |)� \WW {ª~

|)� \WZ {�¡ ¡ª¡�£­ |)­¡�� '0�¤ �¤¡ ~¡«{ª~ ©¢ YV^ �¤ {ª~ WUW �¤Q �¡�¨¡}�0(¡§­S

��©�)«¡� {� |)� \WW 0� { }{�|©ª {§§©'{ª}¡ |)­¡� '0�¤ �¤¡ ~¡«{ª~ ©¢ VV\ £S z¤¡

|0~� {ª~ ©;¡�� {�¡ «{�}¤¡~ |­ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ «{�}¤0ª£ }�0�¡�0{S

k©� �¤¡ {)}�0©ª ©¢ }{�|©ª {§§©'{ª}¡Q �¤¡�¡ 0� { �0ª£§¡ |)­¡� '0�¤ «)§�0¨§¡ �¡§§¡��S

z© «¡¡� �¤¡ VV\ £ ~¡«{ª~ ©¢ }{�|©ª {§§©'{ª}¡Q �¤¡ ¨�©�)«¡� {� |)� \WW ¤{� �¤¡

v}�©|¡� ]Q WUWU



ZSZS h¤{¨�¡� y)««{�­ VY^

©¨�0©ª� {�

¼ g)­0ª£ VWX £ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ ¢�©« �¤¡ ¨�©�)«¡� {� |)� \WZ '0�¤ Y ¨¡ª}¡T¦£

©¢ |0~~0ª£ ¨�0}¡S

¼ g)­0ª£ VVX £ ¢�©« �¤¡ ¨�©�)«¡� {� |)� \WY '0�¤ X ¨¡ª}¡T¦£ ©¢ |0~~0ª£ ¨�0}¡

{ª~ |)­0ª£ {ª©�¤¡� \ £ ¢�©« �¤¡ ¨�©�)«¡� {� |)� \U[ '0�¤ X ¨¡ª}¡T¦£ ©¢

|0~~0ª£ ¨�0}¡S

f}}©�~0ª£ �© �¤¡ «{�}¤0ª£ }�0�¡�0{Q �¤¡ �¡}©ª~ ©¨�0©ª '©)§~ |¡ �¡§¡}�¡~S

k©� �¤¡ {)}�0©ª ©¢ ¡ª¡�£­Q �¤¡�¡ {�¡ «)§�0¨§¡ |)­¡�� '0�¤ «)§�0¨§¡ �¡§§¡��S k©�

�¤¡ ©;¡� ©¢ �¡§§0ª£ VU^ �¤ ¡ª¡�£­ |­ ¨�©�)«¡� {� |)� \WYQ ¨�©�)«¡�� {� |)� \WZ

{ª~ |)� \WW {��¡«¨� �© |0~ {� |)­¡��S z¤¡ ¨�©�)«¡� {� |)� \WZ '0ª� �¤0� {)}�0©ª

'0�¤ �¤¡ \ ¨¡ª}¡T¦�¤ ©¢ �¤¡ ¤0£¤¡�� |0~~0ª£ ¨�0}¡S z¤¡ )ª�)}}¡��¢)§ |)­¡� {� |)�

\WW �¤¡ª }{§§� �¤¡ '0�¤~�{'{§ ¢)ª}�0©ª ¢�©« �¤¡ ¢)§§ ª©~¡ �© '0�¤~�{' 0�� |0~S vª}¡

}©ª<�«0ª£ �¤¡ ¡ª¡�£­ ©� }{�|©ª {§§©'{ª}¡ 0� �)¨¨§0¡~Q �¤¡ �«{�� }©ª��{}� ¨{­� �©

�¤¡ �¡§§¡�� '0�¤ �¤¡ ¤0£¤¡�� |0~�S

z¤¡ �¡�0~){§ VWX £ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ ¢�©« ¨�©�)«¡� {� |)� \WZQ ^X �¤ ¡ª¡�£­

~¡«{ª~ ¢�©« ¨�©�)«¡� {� |)� \WZQ {ª~ VUU �¤ ¡ª¡�£­ ~¡«{ª~ ¢�©« ¨�©�)«¡� {�

|)� \WW {�¡ {££�¡£{�¡~ |­ �¤¡ tz Z �© ��{~¡ '0�¤ ©�¤¡� tz�S

ZSZ h¤{¨�¡� y)««{�­

z¤0� }¤{¨�¡� ¨�©¨©�¡� { |§©}¦}¤{0ªR|{�¡~ ¨¡¡�R�©R¨¡¡� ��{~0ª£ ¢�{«¡'©�¦ �© {}¤0¡(¡

�¤¡ �¡£0©ª{§ ¡ª¡�£­ |{§{ª}¡ {ª~ �¡~)}�0©ª ©¢ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ©ª ~0���0|)�0©ª ª¡�R

'©�¦�S z¤¡ ¢�{«¡'©�¦ ¡ª{|§¡� �¤¡ ¡ª¡�£­ {ª~ }{�|©ª {§§©'{ª}¡ �© |¡ ¡¬}¤{ª£¡~

�0«)§�{ª¡©)�§­S z¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� ��{}0ª£ {¨¨�©{}¤ 0� ~¡(¡§©¨¡~ �{�£¡�0ª£ ©ª

�¨¡}0<} ¨�©�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)��Q �© �¤{� �¤¡ §©' }{�|©ª 0ª}¡ª�0(¡ }{ª |¡ {§§©}{�¡~

�© 0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡�� ¨�©¨¡�§­S z¤¡ ©¨�0«{§ |0~~0ª£T�¡§§0ª£ ¨�0}¡� ©¢ ¨�©�)«¡��

{ª~ ¡ª¡�£­ �¡�¤{¨0ª£ ~¡}0�0©ª� {�¡ ­0¡§~¡~ |­ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ ¨�©�)«¡�R}¡ª��0} {§£©R

�0�¤« {ª~ tzR}¡ª��0} {§£©�0�¤«S z¤¡ {)}�0©ª 0� ¨�©}¡¡~¡~ )ª~¡� �¤¡ ��{ª~{�~0�¡~

{ª~ �¡§¢R¡ª¢©�}0ª£ �«{�� }©ª��{}�S h{�¡ ��)~0¡� |{�¡~ ©ª �¤¡ «©~0<¡~ njjj X\R

|)� ~0���0|)�0©ª ª¡�'©�¦ �¡��0¢­ �¤{� �¤¡ ¨�©¨©�¡~ ��{~0ª£ ¢�{«¡'©�¦ }{ª ¡¬¨©��

v}�©|¡� ]Q WUWU



ZSZS h¤{¨�¡� y)««{�­ VZU

US^^ ¦�¤ ©¢ ~{0§­ ¡ª¡�£­ �© �¤¡ «{0ª £�0~ {ª~ �{(¡ VY[ZS^U £ ~{0§­ }{�|©ª ¡«0�R

�0©ª�S z¤¡ |{§{ª}0ª£ ¨¡�¢©�«{ª}¡ ©¢ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ ��{~0ª£ ¢�{«¡'©�¦ ©ª ¡ª¡�£­ {ª~

}{�|©ª {§§©'{ª}¡ ©)�¨¡�¢©�«� �¤¡ }¡ª��{§0�¡~ ��{~0ª£ �}¤¡«¡ {ª~ {££�¡£{�©�R|{�¡~

��{~0ª£ �}¤¡«¡S z¤¡ ¨�©¨©�¡~ �}¤¡~)§0ª£ {§£©�0�¤«� ~�0(¡ )¨ �¤¡ ¨�©�)«¡��L �¡§¢R

£¡ª¡�{�0©ªQ �¤0¢� {'{­ �¤¡ ¨¡{¦ ~¡«{ª~Q {ª~ ��{|0§0�¡ �¤¡ ¡ª¡�£­ ¨�0}¡� |¡§©' VU

¨¡ª}¡T¦�¤S z¤¡ {)}�0©ª ¨�0}¡� ©¢ 0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡�� }{ª {}})�{�¡§­ �{�£¡� ©ª �¤¡

{}�){§ �)¨¨§­R~¡«{ª~ �¡§{�0©ª�¤0¨ ©¢ ¨�©�)«¡��S z¤¡ ¡¬¡})�0©ª ©¢ �«{�� }©ª��{}�

©ª �¤¡ j�¤¡�¡)« |§©}¦}¤{0ªQ {ª~ �¤¡ 0ª�¡�¢{}¡ |¡�'¡¡ª �}¤¡~)§0ª£ {§£©�0�¤«� {ª~

�«{�� }©ª��{}� {�¡ ~¡«©ª���{�¡~S

v}�©|¡� ]Q WUWU



h¤{¨�¡� [

h©ª}§)�0©ª� {ª~ k)�)�¡ �©�¦

z¤0� �¤¡�0� ¤{� }©ª��0|)�¡~ �© {~~�¡�� ¤©' �«{�� £�0~ ¡ª{|§¡� �¤¡ �¡{§0�{�0©ª ©¢

¢)�)�¡ §©' }{�|©ª ¨©'¡� �­��¡«� {ª~ ¢{}0§0�{�¡� �¤¡ ¡«¡�£0ª£ �©§¡ ©¢ ¨�©�)«¡�� �©

|¡ 0ª�¡£�{�¡~ 0ª�© ¡ª¡�£­ «{�¦¡��S nª �¤0� }©ª}§)~0ª£ }¤{¨�¡�Q �¤¡ ¨�0«{�­ <ª~0ª£�

{ª~ �¡�)§�� ¢�©« �¤0� �¤¡�0� {�¡ �)««{�0�¡~S z¤¡ ¨©�¡ª�0{§ ¡¬�¡ª�0©ª� |{�¡~ ©ª �¤0�

�¤¡�0� '0§§ |¡ 0ª~0}{�¡~ �© ¤¡§¨ �¡�¡{�}¤¡�� ¢)��¤¡� ¡¬¨§©�¡ 0ª �¤¡ ¢)�)�¡ '©�¦S

[SV h©ª}§)�0©ª�

k0���§­Q ¢�©« �¤¡ �¡£)§{�©�­ ¨¡��¨¡}�0(¡Q h¤{¨�¡� X ¤{� ~¡(¡§©¨¡~ { ª©(¡§ «©~¡§

¢©� ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§0ª£ {ª~ §©' }{�|©ª ª¡£©�0{�0©ª |¡�'¡¡ª �¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡� {ª~

}©ª�)«¡��T£¡ª¡�{�©��S z¤¡ ¨�©}¡�� ©¢ ~­ª{«0} ª¡£©�0{�0©ª ©¢ ¨©§0}­ «¡{�)�¡� {ª~

~¡�¡�«0ª0ª£ ©¨�0«{§ ¨©'¡� ¨�©<§¡� ©¢ £¡ª¡�{�©�� {ª~ }©ª�)«¡�� 0� «©~¡§§¡~ {� {

y�{}¦¡§|¡�£ £{«¡R�¤¡©�¡�0} ¨�©|§¡«Q '¤0}¤ 0� �©§(¡~ |­ �¤¡ ~¡(¡§©¨¡~ kinfRstnf

|{�¡~ ©ª �¤¡ {��0<}0{§ 0««)ª¡ �­��¡«�S z¤¡ ¨©§0}­ «{¦¡� 0ª �¤¡ §¡{~¡� §¡(¡§ ¢©�R

«)§{�¡� «©ª¡�{�­ }©«¨¡ª�{�0©ª �{�¡� {ª~ }{�|©ª ¨�0}¡� �© 0ª}¡ª�0(0�¡ }©ª�)«¡��

{ª~ £¡ª¡�{�©�� '0�¤ ¤0£¤ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡�Q ¢©� �¤¡ ¨)�¨©�¡ ©¢ ¡§¡}��0}0�­

|0§§ �{(0ª£ {ª~ £¡ª¡�{�0ª£ ¨�©<� 0«¨�©(0ª£S h{�¡ ��)~0¡� �¤©' �¤{� �¤¡ ¨�©¨©�¡~

�}¤¡~)§0ª£ «©~¡§ ©)�¨¡�¢©�«� �¤¡ «©~¡§� ©¢ «)§�0©|¥¡}�0(¡ ©¨�0«0®{�0©ª {ª~ {£R

£�¡£{�¡~ �}¤¡~)§0ª£ 0ª �¡�«� ©¢ {}¤0¡(0ª£ ¨©§0}­ «{¦¡�L � �{�£¡� ¢©� }{�|©ª ¡«0�R

�0©ª� �¡~)}�0©ª {ª~ 0«¨�©(0ª£ �¤¡ ¨¡�}¡ª�{£¡ ©¢ £¡ª¡�{�0©ª ¢�©« �¡ª¡'{|§¡ ¡ª¡�£­

�©)�}¡�S n� 0� '©��¤ ª©�0ª£ �¤{� |­ }©ª�0~¡�0ª£ �¤¡ ¡;¡}�� ©¢ ¨{��R§©{~¡~ £¡ª¡�{�0©ª

VZV



[SVS h©ª}§)�0©ª� VZW

©ª �¤¡ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡�Q �¤0� �¡�¡{�}¤ <ª~� �¤{� �¤¡ �§0£¤� ~¡}�¡{�¡ ©¢

}{�|©ª ¡«0��0©ª� |­ �{«¨0ª£ ~©'ª �¤¡ ¨©'¡� ©)�¨)�� ¢�©« }©{§ {ª~ £{� '©)§~ |¡

©;�¡� |­ �¤¡ 0ª}�¡{�¡~ }{�|©ª ¡«0��0©ª� 0ª�¡ª�0�0¡�S

y¡}©ª~§­Q ¢�©« 0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡�L� ¨¡��¨¡}�0(¡Q { ~{�{R~�0(¡ª ¡ª¡�£­ �}¤¡~)§R

0ª£ �©©§ 0� ~¡(¡§©¨¡~ 0ª h¤{¨�¡� Y |­ )�0ª£ §¡{�ª0ª£ {¨¨�©{}¤¡� �© �¡~)}¡ }©«¨)R

�{�0©ª{§ }©«¨§¡¬0�­ {ª~ 0«¨�©(¡ �}{§{|0§0�­ ¢�©« �©§(0ª£ �¤¡ ©¨�0«0�{�0©ª ¨�©|§¡«

|­ 0ª�¡§§0£¡ª� ¤¡)�0��0} {§£©�0�¤«S z¤¡ huu� {�¡ ¡¬¨§©0�¡~ �© ¡¬��{}� ¤0~~¡ª ¨�©R

�)«¨�0©ª ¨{��¡�ª� ¢�©« ¡§{��0}0�­ 0«{£¡� ¨�©}¡��¡~ |­ �¤¡ ~¡(¡§©¨¡~ ¨�©�)«¨�0©ª

¨{��¡�ª� ¨�©}¡��0ª£ {¨¨�©{}¤S y}¡ª{�0©� {�¡ ~­ª{«0}{§§­ £¡ª¡�{�¡~ {ª~ )¨~{�¡~

�© ¨�¡~0}� �¤¡ ¨©��0|§¡ ({�0{�0©ª� ©¢ )ª}¡��{0ª�0¡� }{)�¡~ |­ �¤¡ 0ª�¡�«0��¡ª}­ ©¢

ixjy� {ª~ B¡¬0|§¡ ~¡«{ª~S z¤¡ ��{0ª¡~ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦� }{ª {)�©«{�0}{§§­ ¨�¡R

~0}� �¤¡ ©¨�0«{§ �}¤¡~)§0ª£ ~¡}0�0©ª� '0�¤ �¤¡ ���{�¡£­ ©¢ «0ª0«0�0ª£ }©��� {ª~

}{�|©ª ¡«0��0©ª�S h{�¡ ��)~0¡� �¤©' �¤{� �¤¡ ~¡�0£ª¡~ ª¡)�{§ ª¡�'©�¦� ¨�©(0~¡

{ª {}})�{�¡ ¨�¡~0}�0©ª ©¢ ©¨�0«{§ �}¤¡~)§0ª£ ~¡}0�0©ª�Q }©«¨{�¡~ �© ©�¤¡� §¡{�ªR

0ª£ {¨¨�©{}¤¡� 0ª}§)~0ª£ �¤¡ xuuQ syztRxuuQ {ª~ iuuS z¤¡ ¨�©¨©�¡~ §¡{�ª0ª£

{¨¨�©{}¤ 0«¨�©(¡� �}{§{|0§0�­ {ª~ }©«¨)�{�0©ª{§ ¡C}0¡ª}­ ¢�©« �©§(0ª£ �¤¡ ©¨�0«0R

�{�0©ª ¨�©|§¡« |­ 0ª�¡§§0£¡ª� ¤¡)�0��0} {§£©�0�¤«S z¤¡ )ª}¡��{0ª�0¡� }{)�¡~ |­ �¤¡

ixjy� {ª~ B¡¬0|§¡ ~¡«{ª~ }{ª |¡ {}})�{�¡§­ ¨�¡~0}�¡~ |­ �¤¡ ¨�©¨©�¡~ �¡{§R�0«¡

�}¡ª{�0©� �¡§¡}�0©ª {¨¨�©{}¤S n� 0� '©��¤ ª©�0ª£ �¤{� �¤0� �¡�¡{�}¤ <ª~� �¤¡ }©ªR

ª¡}�0©ª |¡�'¡¡ª �¤¡ 0ª��0ª�0} ¢¡{�)�¡� ©¢ ~­ª{«0} ¨�0}¡ ¡§{��0}0�0¡� {ª~ �}¤¡~)§0ª£

�¡�)§��Q {ª~ ~¡«©ª���{�¡� �¤¡ 0«¨©��{ª}¡ ©¢ �¤¡ ¡§{��0}0�­ 0ª¢©�«{�0©ª ¢©� 0«¨�©(0ª£

�¤¡ §¡{�ª0ª£ {}})�{}­S

z¤0�~§­Q ¢�©« }©««)ª0�­L� ¨¡��¨¡}�0(¡Q { |§©}¦}¤{0ªR|{�¡~ ¨¡¡�R�©R¨¡¡� ��{~0ª£

¢�{«¡'©�¦ 0� ~¡�0£ª¡~ 0ª h¤{¨�¡� Z ¡ª{|§0ª£ ¨�©�)«¡�� �© ��{~¡ ¡ª¡�£­ {ª~ }{�|©ª

{§§©'{ª}¡ �0«)§�{ª¡©)�§­S z¤¡ ��{~0ª£ ¨§{�¢©�« 0� |{�¡~ ©ª �¤¡ �¡§¢R¡ª¢©�}0ª£ {ª~

�¡��0ª£ ©)� ª¡£©�0{�0©ª ©¢ �«{�� }©ª��{}�S �ª~¡� �¤¡ ¨�©¨©�¡~ ��{~0ª£ ¢�{«¡'©�¦Q

�¤¡ |0~~0ª£T�¡§§0ª£ ¨�0}¡� ©¢ 0ª~0(0~){§ ¨�©�)«¡�� }{ª ~0�¡}�§­ 0ª}¡ª�0(0�¡ �¤¡ �¡R

�¤{¨0ª£ ©¢ ¨�©�)«¨�0©ª |¡¤{(0©)�� ¢©� �¡£0©ª{§ ¡ª¡�£­ |{§{ª}¡ {ª~ }{�|©ª ¡«0��0©ª�
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