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This is a n  Op e n  Acces s  doc u m e n t  dow nloa d e d  fro m  ORCA, Ca r diff U nive r si ty 's

ins ti t u tion al r e posi to ry:h t t p s://o rc a.c a r diff.ac.uk/id/ep rin t/15 7 0 7 4/

This  is t h e  a u t ho r’s ve r sion  of a  wo rk  t h a t  w as  s u b mi t t e d  to  / a c c e p t e d  for

p u blica tion.

Cit a tion  for  final p u blish e d  ve r sion:

Ahm a d,  Gh uf r a n  2 0 2 1.  Grou p  ince n tive  co m p a tibility in t h e  ho u sing  m a r k e t  p ro ble m

wi th  w e a k  p r efe r e n c es .  Ga m e s  a n d  Econo mic Beh avio r  1 2 6  , p p.  1 3 6-1 6 2.

1 0.1 0 1 6/j.ge b.2 0 2 0.12.00 4  

P u blish e r s  p a g e:  h t t p://dx.doi.o rg/10.10 1 6/j.ge b.20 2 0.1 2.00 4  

Ple a s e  no t e:  

Ch a n g e s  m a d e  a s  a  r e s ul t  of p u blishing  p roc e s s e s  s uc h  a s  copy-e di ting,  for m a t ting

a n d  p a g e  n u m b e r s  m ay  no t  b e  r eflec t e d  in t his  ve r sion.  For  t h e  d efini tive  ve r sion  of

t his  p u blica tion,  ple a s e  r efe r  to  t h e  p u blish e d  sou rc e .  You a r e  a dvis e d  to  cons ul t  t h e

p u blish e r’s ve r sion  if you  wis h  to  ci t e  t his  p a p er.

This  ve r sion  is b eing  m a d e  av ailabl e  in a cco r d a nc e  wi th  p u blish e r  policies.  S e e  

h t t p://o rc a .cf.ac.uk/policies.h t ml for  u s a g e  policies.  Copyrigh t  a n d  m o r al  r i gh t s  for

p u blica tions  m a d e  av ailabl e  in  ORCA a r e  r e t ain e d  by t h e  copyrigh t  hold e r s .
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❆❜str❛❝t

■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ■ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss❀ ♥♦ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❥♦✐♥t❧② ♠✐sr❡♣♦rt t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❜❡❝♦♠❡s ❜❡tt❡r✲♦✛✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ■ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ t♦♣

tr❛❞✐♥❣ ❛❜s♦r❜✐♥❣ s❡ts✱ t♦♣ ❝②❝❧❡s✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ♦❜❥❡❝t r✉❧❡s s❛t✐s❢② ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳

❚❤✉s✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤

♦t❤❡r ❞❡s✐r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✱ ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣②

♣r♦♦❢♥❡ss ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t✱ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✱ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s✱ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

∗❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ ♠② ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❚❡①❛s ❆✫▼ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✐♥ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✼✳
†■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ●✉♦q✐❛♥❣ ❚✐❛♥ ❛♥❞ ❱✐❦r❛♠ ▼❛♥❥✉♥❛t❤ ❢♦r t❤❡✐r s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❣✉✐❞❛♥❝❡✳

✶



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ❛♠♦♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦❜❥❡❝t ❛s ✇❡❧❧✳ ❊❛❝❤

❛❣❡♥t ❤❛s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ t♦ ❜❡ r❡❛ss✐❣♥❡❞✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛❣❡♥ts✱ ✇✐t❤♦✉t

❛♥② ♠♦♥❡t❛r② tr❛♥s❢❡rs✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙❤❛♣❧❡② ✫ ❙❝❛r❢ ❬✶✾❪✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡❝♦♥♦♠② ❤❛s s❡✈❡r❛❧ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s✐♥❣ ❬✶❪✱ ♦✣❝❡s✱ s❡♠✐♥❛r s❧♦ts✱ ❛♥❞ ♦r❣❛♥s ❢♦r tr❛♥s♣❧❛♥t ❬✶✻❪✳

❚❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ✭TTC ✮ r✉❧❡✱ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❉❛✈✐❞ ●❛❧❡✱ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❤❛♣❧❡② ✫ ❙❝❛r❢ ❬✶✾❪ ❢♦r

t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ TTC r✉❧❡ ♣r♦❝❡❡❞s ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ♣♦✐♥ts ❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ❤♦❧❞✐♥❣ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝t✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤

❛❣❡♥t ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t ❛♥♦t❤❡r ❛❣❡♥t ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝②❝❧❡✳ ❊❛❝❤

❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝②❝❧❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦✇♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥t s❤❡ ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t ❢♦r t❤✐s ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠

❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳✶ ❲❤❡♥ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✱ ❤❡r

❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ✜♥❛❧✐③❡❞✳

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❡①♣r❡ss ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts✱ s❡✈❡r❛❧ ❞❡s✐r❛❜❧❡

r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r t❤❡ TTC r✉❧❡✳ ❘♦t❤ ✫ P♦st❧❡✇❛✐t❡ ❬✶✺❪ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ TTC

r✉❧❡ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ✐✳❡✳ ♥♦ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ r❡❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡✐r ❡♥❞♦✇♠❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t ❛t

❧❡❛st ♦♥❡ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡tt❡r✲♦✛ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❛♥② ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✇♦rs❡✲♦✛ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✳ ❆♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣r✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝ts s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤

❛❣❡♥t ♣✉r❝❤❛s❡s ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛✛♦r❞❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❤❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s

t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❤❡r ❡♥❞♦✇♠❡♥t✳ ❘♦t❤ ✫ P♦st❧❡✇❛✐t❡ ❬✶✺❪ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ TTC

r✉❧❡ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞s t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡ TTC r✉❧❡ ✐s str❛t❡❣②

♣r♦♦❢ ❬✶✹❪✱ ♥♦ ❛❣❡♥t ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ♠✐sr❡♣♦rt ❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢ ❬✹❪✱ ♥♦ ❣r♦✉♣ ♦❢

❛❣❡♥ts ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ❥♦✐♥t❧② ♠✐sr❡♣♦rt t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s s✉❝❤ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐s ♠❛❞❡

❜❡tt❡r✲♦✛ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❛♥② ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✇♦rs❡✲♦✛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ TTC r✉❧❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧② r✉❧❡ t❤❛t

s❛t✐s✜❡s P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❛♥❞ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❬✾✱ ✷✵❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡

✶❚❤❡ ❝②❝❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ tr❛❞❡s ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳

✷



TTC r✉❧❡ ✐s ❛♥♦♥②♠♦✉s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ♥❛♠❡❞✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲❜♦ss②✱ ♥♦ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡

t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ ❤❡r ✇❡❧❢❛r❡ ❬✶✵❪✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡♥ts t♦ ❜❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥

♦❜❥❡❝ts✱ ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❛r✐s❡ ✐♥ ❛ r❡❛❧✲❧✐❢❡

s❡tt✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts✿ ✭✶✮ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜r❡❛❦ t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ♦r ✭✷✮ ❝♦♥s✐❞❡r

❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝ts t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✳❣✳ ♦r❣❛♥s ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞♦♥♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❛ ♣❛t✐❡♥t✱

❢♦r tr❛♥s♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ❛s ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦r❣❛♥s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♥♦rs✱ ❜❧♦♦❞✲t②♣❡ ❛♥❞ t✐ss✉❡✲

t②♣❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ■♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❢♦r

t❤❡ str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣♦ss✐❜❧❡✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❛ ❝♦r❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❡①✐st ❬✶✾❪✱ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦r❡ ❬✷✷❪✱ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❬✻❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱

P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❛♥❞ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❛r❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❬✷✵❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧ts ❤♦❧❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✿ ✭✶✮ ♥♦ r✉❧❡ ✐s P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✱ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢✱

❛♥❞ ❛♥♦♥②♠♦✉s✱ ✭✷✮ ♥♦ r✉❧❡ ✐s P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✱ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲❜♦ss②✱ ❛♥❞ ✭✸✮

♥♦ r✉❧❡ ✐s P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✱ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ❬✺✱ ✼✱ ✽❪✳ ❈♦♥s✐st❡♥❝② st❛t❡s

t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤♦

✐s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣✱ t❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ ♦♥ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤✐s ❣r♦✉♣✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r

❡♥❞♦✇♠❡♥ts✱ ❦❡❡♣s t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

❆♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐s t♦ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❜r❡❛❦ t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡♥

❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ TTC r✉❧❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞

r✉❧❡ ✐s ✇❡❛❦❧② P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧✱ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢✱ ♥♦♥✲❜♦ss② ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t ❬✼❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥

t♦ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ r✉❧❡ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② t✐❡✲❜r❡❛❦✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡

❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❜❥❡❝ts ❬✶✶✱ ✶✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡❛❦ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❛❦ ❜❡❝❛✉s❡

❛♥② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛❣❡♥t ❣❡ts ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✐s ✇❡❛❦❧② P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t

r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❤♦✇ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇❤❡r❡✱ ♥♦

♠❛tt❡r ❤♦✇ t✐❡s ❛r❡ ❜r♦❦❡♥✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ TTC r✉❧❡ ✇✐t❤ ✜①❡❞ t✐❡✲❜r❡❛❦✐♥❣ ✐s ♥♦t P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ❬✽❪✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ❞❡s✐r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱

✸



s♦♠❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ st✐❧❧ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦r❡✱ ♥♦ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ r❡❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡✐r

❡♥❞♦✇♠❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡tt❡r✲♦✛ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r✉❧❡✬s ♦✉t❝♦♠❡✱ ✐s ♥♦♥✲

❡♠♣t② ❬✶✾❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❛♥❞ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❤♦❧❞s

✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❬✷✶❪✳✷ ❯t✐❧✐③✐♥❣ t❤✐s✱ ♠✉❝❤ ♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❢♦r

t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆❧❝❛❧❞❡✲❯♥③✉ ✫ ▼♦❧✐s ❬✷❪ ❛♥❞ ❏❛r❛♠✐❧❧♦ ✫ ▼❛♥❥✉♥❛t❤ ❬✽❪

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ TTC r✉❧❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s❀ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❛❜s♦r❜✐♥❣

s❡ts ✭TTAS ✮ ❛♥❞ t♦♣ ❝②❝❧❡s ✭TC ✮ r✉❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ r✉❧❡s ❛r❡ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②

r❛t✐♦♥❛❧✱ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢✱ ✇❡❛❦ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♥❣ ✭✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝♦r❡ ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✮ ❬✷✱ ✸✱ ✽❪✳

❚❤❡ TC r✉❧❡ ❤❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡✱ O
(
n6

)
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ TTAS r✉❧❡ ❤❛s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❬✸✱ ✽❪✳ P❧❛①t♦♥

❬✶✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥♦t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ TTC r✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧✱

str❛t❡❣② ♣r♦♦❢✱ ✇❡❛❦ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♥❣ ✭✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝♦r❡ ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✮ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❤❛✈✐♥❣

❛♥ O
(
n3

)
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❆③✐③ ✫ ❞❡ ❑❡✐❥③❡r ❬✸❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛❜s♦r❜✐♥❣ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✭GATTC ✮ ❝❧❛ss ♦❢ r✉❧❡s✳ ❊❛❝❤

♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ GATTC ❢❛♠✐❧② s❛t✐s✜❡s P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ ✇❡❛❦ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦r❡✲

s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝♦r❡ ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ GATTC ❢❛♠✐❧② ♠❛② ♥♦t s❛t✐s❢②

str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳ ❙❛❜❛♥ ✫ ❙❡t❤✉r❛♠❛♥ ❬✶✼❪ ❡st❛❜❧✐s❤ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②

t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡❛❦

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ r✉❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♠❡♠❜❡r s❛t✐s✜❡s P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛t✐♦✲

♥❛❧✐t②✱ ✇❡❛❦ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✱ ♥❛♠❡❧②❀ ❝♦♠♠♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ ❛❣❡♥ts✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣

♦♥ ♦❜❥❡❝ts ✭CAIO✮✳✸ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡♠❜❡r ❢r♦♠ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ♦❜❥❡❝t

✭HPO✮ r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② q✉✐❝❦❡r t❤❛♥ t❤❡ TTAS ❛♥❞ TC r✉❧❡s ✇✐t❤ ❛♥ O
(
n2 log n+ n2γ

)

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳✹

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ TTAS ✱ TC ✱ ❛♥❞ HPO r✉❧❡s ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱

t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❢♦r t❤❡s❡ r✉❧❡s ✐s s✐♠✐❧❛r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s✉✣❝✐❡♥t

✷❚❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧t ♦❢ ❬✷✵❪ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛❣❡♥t ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♦❜❥❡❝t✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② r❡s✉❧t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✜♥❞s ❡✈❡r② ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ❜❡tt❡r ♦r
✇♦rs❡ t❤❛♥ ❤❡r ❡♥❞♦✇♠❡♥t✳

✸❚❤❡ TTAS ❛♥❞ TC r✉❧❡s ❛r❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧② ❬✶✼❪ ✇❤✐❧❡ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧② ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ GATTC ❢❛♠✐❧②✳
✹❍❡r❡✱ γ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❧❛ss ✐♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts✳

✹



❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❢♦r t❤❡s❡ r✉❧❡s✳ ❙tr❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ♦❢ P❧❛①t♦♥✬s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ♦♥

t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✷❪✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r✉❧❡s✳

❆s s✉❝❤✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱

♠❛② ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r P❧❛①t♦♥✬s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ TTAS ✱ TC ✱ ❛♥❞ HPO r✉❧❡s s❤❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♠♦♥❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ r✉❧❡s ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡

❛♥❞ ❡❛❝❤ st❡♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s❀ ❞❡♣❛rt✉r❡✱ ♣♦✐♥t✐♥❣✱ ❛♥❞ tr❛❞✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♣❤❛s❡✱ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢

❛❣❡♥ts ❤❛s t❤❡✐r ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ✜♥❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❢ ♥♦ ♠♦r❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧

tr❛❞❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss✐❣♥❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡

t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ❛♥② ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ s♦♠❡ ❛❣❡♥t ♦✉ts✐❞❡

♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✇♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ TTC r✉❧❡✱ t❤❡ TTAS ✱

TC ✱ ❛♥❞ HPO r✉❧❡s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝②❝❧❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ tr❛❞❡s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮ ❛t ❛♥② st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙✉❝❤ ❛❣❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝②❝❧❡s ❛♥❞✱ ❛s s✉❝❤✱ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ❢♦r t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts s♦ t❤❛t ♥♦ ❛❣❡♥t ❜❡❧♦♥❣s ✐♥

♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡✳ ❙♦✱ ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✐✳❡✳ tr❛❞❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ t❤❛t ✐s ❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ ❡♥❞s ✉♣ ❛s ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡s❡ r✉❧❡s ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣

❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡

♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r ❛❣❡♥ts

♦r ♦❜❥❡❝ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✳✺✱✻ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡

❡①❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛❣❡♥ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♣❤❛s❡✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ ❢♦❝✉s ♦♥ ❣r♦✉♣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤

✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤

P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ■ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ✐s st✐❧❧ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s✱ ■

s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛ r✉❧❡ s❛t✐s✜❡s ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

t❤❡ r✉❧❡ s❛t✐s✜❡s ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ■ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣

✺❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ CAIO ✇❤✐❝❤ r❡❧② ♦♥ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣s ♦✈❡r t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts✳
✻❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ TTAS ✱ TC ✱ ❛♥❞ HPO r✉❧❡s ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✺



str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✱ ♥❛♠❡❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣✱ ❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ TTAS ✱

TC ✱ ❛♥❞ HPO r✉❧❡s ❛r❡ ✇❡❛❦❧② ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s♦♠❡

r❡❧❡✈❛♥t ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡

❡①✐st✐♥❣ r✉❧❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ♣r❡s❡♥t❡❞

❜② ❙❛❜❛♥ ✫ ❙❡t❤✉r❛♠❛♥ ❬✶✼❪✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢s ✇✐t❤ r❡❧❛t❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s

t❤❡ ♣❛♣❡r✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❤❛s ♥♦t

❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

✷ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ◆♦t❛t✐♦♥

▲❡tN ❛♥❞O ❜❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s st❛t❡❞ ❜② ❏❛r❛♠✐❧❧♦ ✫▼❛♥❥✉♥❛t❤ ❬✽❪✱ |N | = |O|

❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ t❤❡

❛❣❡♥ts ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ω : N → O✳ ❋♦r ❡❛❝❤ i ∈ N ✱ ❛❣❡♥t i✬s ❡♥❞♦✇♠❡♥t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ωi ❛♥❞✱

❢♦r ❛♥② ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts M ⊆ N ✱ ωM ≡ {ωi : i ∈ M} ✐✳❡✳ ωM ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ✳

▲❡t R ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r O✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ R ∈ RN ✱ t❤❡

♣r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❣❡♥t i ∈ N ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Ri ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ a, b ∈ O✿ ✭✶✮ a ❜❡✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ❛s ❣♦♦❞ ❛s b

❢♦r ❛❣❡♥t i ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s aRib✱ ✭✷✮ a ❜❡✐♥❣ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ b ❜② ❛❣❡♥t i ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s aPib✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ❛❣❡♥t

i ❜❡✐♥❣ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ a ❛♥❞ b ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s aIib✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ R−i ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡

❛❣❡♥ts ✐♥ N ♦t❤❡r t❤❛♥ ❛❣❡♥t i✳ ❋♦r ❛♥② M ⊆ N ✱ RM ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ❛♥❞ RN\M

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✐♥ N\M ✳ ❋♦r ❛♥② R ∈ RN ✱ i ∈ N ❛♥❞ O′ ⊆ O✱ ❧❡t τ (Ri, O
′) r❡♣r❡s❡♥t

t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥t i✬s ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ O′ ✉♥❞❡r Ri✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ τ (Ri, O
′) ≡ {a ∈ O′ : aRib ∀b ∈ O′}✳

▲❡t A ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐✳❡✳ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❜✐❥❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ N t♦ O✳ ❋♦r ❛♥② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

α ∈ A✱ ❧❡t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❛❣❡♥t i ✉♥❞❡r α ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s αi✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② M ⊆ N ✱ ❧❡t

αM ≡ {αi : i ∈ M} ✐✳❡✳ αM ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ✉♥❞❡r α✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s r❡✲

q✉✐r❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣s ♦✈❡r ❛❣❡♥ts ♦r ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡s❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❛♥t✐✲

s②♠♠❡tr✐❝✳ ❲✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ■ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣s ♦✈❡r ❛❣❡♥ts ❛♥❞

✻



♦❜❥❡❝ts✿ ≺✳ ❲❤❡♥ ≺ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r ❛❣❡♥ts✱ i ≺ j ❞❡♣✐❝ts t❤❛t ❛❣❡♥t i ❤❛s ❤✐❣❤❡r

♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❛♥ ❛❣❡♥t j ❢♦r i, j ∈ N ✳ ❲❤❡♥ ≺ r❡♣r❡s❡♥ts ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r ♦❜❥❡❝ts✱ a ≺ b s❤♦✇s

t❤❛t ♦❜❥❡❝t a ❤❛s ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❛♥ ♦❜❥❡❝t b ❢♦r a, b ∈ O✳

❚❤❡ q✉❛❞r✉♣❧❡ (N,O,R, ω) ❞❡♥♦t❡s ❛ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts N ✱ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts O✱

♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡ R✱ ❛♥❞ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ω✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ N ❛♥❞ O ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✜①❡❞✳

❙♦✱ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s (R,ω)✳ ❆♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r✉❧❡✱ ϕ : RN × A → A✱

❣✐✈❡s ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✐✳❡✳ ❢♦r (R,ω) ∈ RN × A✱ ϕ (R,ω) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ (R,ω) ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r✉❧❡ ϕ✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s r❡❧✐❡s ♦♥ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✱ ■ ♣r❡s❡♥t

s♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❤❡r❡✳ ▲❡t G = (V,E) ❜❡ ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ V ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s

❛♥❞ E ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛r❝s✳ ❋♦r v, v′ ∈ V ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ v t♦ v′ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ✈❡rt✐❝❡s v1, · · · , vm

✇✐t❤ ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛r❝ ❢r♦♠ vk t♦ vk+1 ❢♦r k ∈ {1, · · · ,m− 1} s✉❝❤ t❤❛t v1 = v ❛♥❞ vm = v′✳ ❆♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢

✈❡rt✐❝❡s (v1, · · · , vm) ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❝ ❢r♦♠ vk t♦ vk+1 ❢♦r k ∈ {1, · · · ,m− 1} ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G ✐s r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❛s ❛ ❝❤❛✐♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Ch = (v1, · · · , vm)✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛r❝ ❢r♦♠ vm t♦ v1✱ t❤❡♥ ✐t ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ ❝②❝❧❡

✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s C = (v1, · · · , vm)✳✼ ❋♦r ❡❛❝❤ v ∈ V ✱ ❧❡t Ev ⊆ V ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣

❞✐r❡❝t❡❞ ❛r❝ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡rt❡① v✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s V ′ ⊆ V ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣ s❡t ✐❢✿ ✭✶✮ ❢♦r ❡✈❡r②

v, v′ ∈ V ′✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ v t♦ v′ ❛♥❞ ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ v′ t♦ v✱ ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛t❤ ❢r♦♠ ❛♥② v ∈ V ′ t♦

v′ ∈ V \V ′ ✐✳❡✳ Ev ∩ (V \V ′) = φ✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✭❛✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♥✐q✉❡

❛❜s♦r❜✐♥❣ s❡t ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❣r❡❡♥ s❤❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡✳ ❉❡✜♥❡ F ❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤❡r❡

F (G) =
(
V,EF

)
✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛s t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G ❛♥❞ EF ⊆ E ✐s t❤❡ s❡t

♦❢ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ F (G) s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛r❝ ✐✳❡✳

❢♦r ❡❛❝❤ v ∈ V ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛r❝s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡rt❡① v ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ F (G)✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s EF
v ✱ ✐s ❛

s✐♥❣❧❡t♦♥ s❡t✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✭❜✮ s❤♦✇s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ✭❛✮✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② (R,ω) ∈ RN × A✳ ▲❡t ϕ : RN × A → A ❜❡ ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡

r✉❧❡ ϕ ✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ st❡♣ ❤❛s t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s✿ ❞❡♣❛rt✉r❡✱ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❞ tr❛❞✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♣❤❛s❡✱

t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐s ✜♥❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▲❡t Nt ❛♥❞ Ot

✼❱❡rt✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t✳
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✭❛✮ ❆ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ✽ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ✶✹ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛r❝s
✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❡❡♥
s❤❛❞❡❞ ❝✐r❝❧❡ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ s❡t ♦❢ t❤✐s ❞✐✲
r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳

✭❜✮ ❆ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ F ✱ ❤❛s ❜❡❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ❤❛s
❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛r❝✳ ❚❤❡ ❛r❝s ♥♦t s❡❧❡❝t❡❞
❜② F ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❞❛s❤❡❞ ❛r❝s✳

❋✐❣✉r❡ ✶

❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ st❡♣ t✳ ▲❡t ht ❜❡ t❤❡

❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❤❡❧❞ ❜② ❛❣❡♥ts ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ st❡♣ t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ hi,t ❜❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t

❤❡❧❞ ❜② ❛❣❡♥t i ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ st❡♣ t ❛♥❞✱ ❢♦r ❛♥② M ⊆ N ✱ ❧❡t hM,t ≡ {hi,t : i ∈ M}✳ ❆♥ ❛❣❡♥t i ∈ Nt

✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❛t st❡♣ t ✐❢ hi,t ∈ τ (Ri, Ot) ✐✳❡✳ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛t st❡♣ t✱

❛❣❡♥t i ❤♦❧❞s ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ▲❡t St ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt ❛t st❡♣ t✳

❆♥ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✐♥

Nt✱ ❛t st❡♣ t✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Ut✳ ❆t st❡♣ t✱ ❧❡t Gt = (Nt, Et) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥

Nt ❛r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡t Et ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛r❝s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t i ∈ Nt t♦ ❡✈❡r② ❛❣❡♥t j ∈ Nt

s✉❝❤ t❤❛t hj,t ∈ τ (Ri, Ot)✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐♥ t❤❡ s❡t Et✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛r❝ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t♦ ❡✈❡r② ❛❣❡♥t

✇❤♦ ♦✇♥s ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ Gt ✐s r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❛s t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤ ❛t st❡♣ t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❧❡t AS t ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❛❜s♦r❜✐♥❣ s❡ts ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤

Gt✳ ❋♦r ❡❛❝❤ i ∈ Nt✱ ❧❡t Ei,t ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛r❝ ❢r♦♠ ❛❣❡♥t i✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤

j ∈ Ei,t✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t hj,t ∈ τ (Ri, Ot)✳ ▲❡t Ch (Gt) ❛♥❞ C (Gt) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ ❝②❝❧❡s

✐♥ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤ Gt✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❧❡t Chi (Gt) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝❤❛✐♥s ✐♥ Ch (Gt) ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
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❛❣❡♥t i ❛s t❤❡ ❧❛st ❛❣❡♥t ✐✳❡✳ ✐❢ Ch ∈ Chi (Gt) ❛♥❞ Ch = (i1, · · · , im)✱ t❤❡♥ im = i✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t Ci (Gt)

r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝②❝❧❡s ✐♥ C (Gt) ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❣❡♥t i ✐✳❡✳ ✐❢ C ∈ Ci (Gt) ❛♥❞ C = (i1, · · · , im)✱ t❤❡♥

ik = i ❢♦r s♦♠❡ k ∈ {1, · · · ,m}✳ ■♥ t❤❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ♣♦✐♥ts ❛t ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛❣❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r✉❧❡ ϕ❀ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s F ✳ ❚❤❡♥✱ F (Gt) =
(
Nt, E

F
t

)
✐s ❛

❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❤❛s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝ ✐✳❡✳ EF
i,t ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ s❡t ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t i✳✽✱✾

▲❡t pi,t ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ♣♦✐♥t❡❞ ❛t ❜② ❛❣❡♥t i ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ F (Gt)✳ ▲❡t Ch (F (Gt)) ❛♥❞ C (F (Gt))

❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ F (Gt)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❧❡t Chi (F (Gt))

❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤❛✐♥s ✐♥ Ch (F (Gt)) ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛❣❡♥t i ❛s t❤❡ ❧❛st ❛❣❡♥t ❛♥❞ Ci (F (Gt)) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝②❝❧❡s

✐♥ C (F (Gt)) ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❣❡♥t i✳✶✵ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❛❣❡♥t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡

❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ F (Gt) ✐✳❡✳ C (F (Gt)) 6= φ✳ ❚❤❡ ❝②❝❧❡s ✐♥ C (F (Gt)) ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s tr❛❞✐♥❣

❝②❝❧❡s ❜❡❝❛✉s❡✿ ✭✶✮ ✐♥ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ tr❛❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❝②❝❧❡s✱ ❛♥❞ ✭✷✮ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❝❛♥

❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛t ♠♦st ♦♥❡ s✉❝❤ ❝②❝❧❡ ✐✳❡✳ |Ci (F (Gt))| ≤ 1 ❢♦r ❛♥② i ∈ Nt✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ tr❛❞❡s

❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ st❡♣ t + 1✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❢♦r

❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ C = (i1, · · · , im)✱ ✐♥ C (F (Gt))✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥ C ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ st❡♣ t + 1 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

hik,t+1 = hik+1,t ❢♦r k ∈ {1, · · · ,m− 1} ❛♥❞ him,t+1 = hi1,t✳ ❚❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝②❝❧❡ ❛♥❞ ❛ tr❛❞✐♥❣

❝②❝❧❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦t ❛❧❧ ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤✱ Gt✱ ♦❝❝✉r ❛s ❝②❝❧❡s ✐♥ F (Gt) ❛♥❞ tr❛❞❡s t❛❦❡

♣❧❛❝❡ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❝②❝❧❡s ✐♥ C (F (Gt)) ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❝②❝❧❡s ✐♥ C (Gt) ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ C (F (Gt))✳

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳

✸ ❙♦♠❡ Pr♦♣❡rt✐❡s

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② (R,ω) ∈ RN × A✳ ❆♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ α ∈ A P❛r❡t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡s β ∈ A ✐❢ αiRiβi ❢♦r ❛❧❧

i ∈ N ❛♥❞ αjPjβj ❢♦r s♦♠❡ j ∈ N ✳ ❆♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r✉❧❡✱ ϕ : RN × A → A✱ ✐s P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ✐❢ ❢♦r ❛♥②

(R,ω) ∈ RN ×A✱ ϕ (R,ω) ✐s ♥♦t P❛r❡t♦ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛♥② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ A✳

✽❋♦r t❤❡ TTAS r✉❧❡✱ ❛t ❛♥② st❡♣ t✱ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❜❡❧♦♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣ s❡t✳ ❚❤❡♥✱

EFTTAS

i,t ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣t② ❢♦r s♦♠❡ ❛❣❡♥ts ❛t st❡♣ t ✇❤❡r❡ FTTAS ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ TTAS

r✉❧❡✳
✾❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ F ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ t s✉❜s❝r✐♣t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t ✐t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ st❡♣ ♦❢

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
✶✵❈❧❡❛r❧②✱ ✐t ♠✉st ❜❡ tr✉❡ t❤❛t Ch (F (Gt)) ⊆ Ch (Gt)✱ C (F (Gt)) ⊆ C (Gt)✱ ❛♥❞ Ci (F (Gt)) ✐s ❡✐t❤❡r ❛♥ ❡♠♣t② s❡t ♦r ❛

s✐♥❣❧❡t♦♥ s❡t✳

✾



❆♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r✉❧❡✱ ϕ✱ ✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ (R,ω) ∈ RN × A ❛♥❞ i ∈ N ✱ ϕi (R,ω)Riωi ✐✳❡✳ ❡❛❝❤

❛❣❡♥t r❡❝❡✐✈❡s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t ❧❡❛st ❛s ❣♦♦❞ ❛s ❤❡r ❡♥❞♦✇♠❡♥t✳

❆♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s str❛t❡❣② ♣r♦♦❢ ✐❢ ♥♦ ❛❣❡♥t ❤❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ♠✐sr❡♣♦rt ❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐✳❡✳ ❢♦r ❡❛❝❤

i ∈ N ✱ R ∈ RN ❛♥❞ R′
i ∈ R✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t ϕi (R,ω)Riϕi (R

′, ω) ✇❤❡r❡ R′ = (R−i, R
′
i)✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r

❛ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢ r✉❧❡✱ tr✉t❤✲t❡❧❧✐♥❣ ✐s ❛ ✇❡❛❦❧② ❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣② ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✳

❆♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ✇❡❛❦❧② ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢ ✐❢ ♥♦ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❥♦✐♥t❧② ♠✐sr❡♣♦rt ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s s✉❝❤

t❤❛t ❡✈❡r② ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡tt❡r✲♦✛✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❢♦r ❛♥② M ⊆ N ✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ R,R′ ∈ RN s✉❝❤

t❤❛t ϕi (R
′, ω)Piϕi (R,ω) ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t i ∈ M ✇❤❡r❡ R′ =

(
RN\M , R′

M

)
✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s

❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢ ✐❢ ♥♦ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❥♦✐♥t❧② ♠✐sr❡♣♦rt ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣

✐s ♠❛❞❡ ✇♦rs❡✲♦✛ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡tt❡r✲♦✛✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❢♦r ❛♥② M ⊆ N ✱ t❤❡r❡

❛r❡ ♥♦ R,R′ ∈ RN s✉❝❤ t❤❛t ϕi (R
′, ω)Riϕi (R,ω) ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t i ∈ M ❛♥❞ ϕj (R

′, ω)Pjϕj (R,ω) ❢♦r s♦♠❡

❛❣❡♥t j ∈ M ✇❤❡r❡ R′ =
(
RN\M , R′

M

)
✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ✐♠♣❧✐❡s ✇❡❛❦

❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❜✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t tr✉❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳

❋♦r ❛♥② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ α ∈ A ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts M ⊆ N ✱ α ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② M ✐❢ t❤❡r❡ ✐s β ∈ A s✉❝❤

t❤❛t βM = ωM ❛♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t i ∈ M ✱ βiPiαi ✐s tr✉❡✳ ❆♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ α ∈ A ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✇❡❛❦❧② ❜❧♦❝❦❡❞

❜② M ⊆ N ✐❢ t❤❡r❡ ✐s β ∈ A s✉❝❤ t❤❛t βM = ωM ✱ βiRiαi ❢♦r ❛❧❧ ❛❣❡♥ts i ∈ M ✱ ❛♥❞ βjPjαj ❢♦r s♦♠❡ ❛❣❡♥t

j ∈ M ✳ ❆♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦r❡ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛♥② s✉❜s❡t ♦❢ N ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥

t❤❡ ❝♦r❡ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ✇❡❛❦❧② ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛♥② s✉❜s❡t ♦❢ N ✳ ❆♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✇❡❛❦ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♥❣ ✐❢

✐t ✜♥❞s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦r❡ ❛♥❞ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♥❣ ✐❢ ✐t ✜♥❞s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡✳

✹ ❊①✐st✐♥❣ ❘✉❧❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ♣r♦✈✐❞❡ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ r✉❧❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t

♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❋✐rst✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ r✉❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❛

❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❙❛❜❛♥

✫ ❙❡t❤✉r❛♠❛♥ ❬✶✼❪✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ TTAS ✱ TC ✱

❛♥❞ HPO r✉❧❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t ♥♦t❛t✐♦♥✳

✶✵



✹✳✶ ❉❡♣❛rt✉r❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥

❆t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐s ✜♥❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ TTC r✉❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥♥♦t s✐♠♣❧②

❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❢t❡r s❤❡ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡✳ ❇❡✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡

❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ❤❛s ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮ ✐✳❡✳ s❤❡ ❝❛♥♥♦t

❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡tt❡r✲♦✛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠✐❣❤t st✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ❜❡tt❡r✲♦✛ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❤❡r

✇♦rs❡✲♦✛✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠✿ ❧❡t N = {1, 2, 3}✱ O = {a, b, c}✱ ω = (a, b, c) ❛♥❞

t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡✱ R = (R1, R2, R3)✱ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s✿

R1 R2 R3

bc a b

a b c

c a

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❛❜❧❡✱ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛❣❡♥t ✶ ✐s ✐♥❞✐✛❡r❡♥t

❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts b ❛♥❞ c✱ ❛♥❞ ♣r❡❢❡rs ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts t♦ ♦❜❥❡❝t a✱ ❛❣❡♥t ✷ ♣r❡❢❡rs a t♦ b ❛♥❞ b t♦ c✱ ❛♥❞

❛❣❡♥t ✸ ♣r❡❢❡rs b t♦ c ❛♥❞ c t♦ a✳ ❚❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✷✳

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆ TTC ✲❣r❛♣❤✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✱ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t✇♦ ❝②❝❧❡s C1 = (1, 2)

❛♥❞ C2 = (1, 3, 2)✳

❋♦r t❤✐s ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t α = (c, a, b)✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠

❋✐❣✉r❡ ✷ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝②❝❧❡s❀ C1 = (1, 2) ❛♥❞ C2 = (1, 3, 2)✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t tr❛❞❡s ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞

✶✶



❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝②❝❧❡ C1✳ ◆♦✇✱ ✐❢ ❛❣❡♥ts ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❢t❡r ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡✱ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ β = (b, a, c)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ β ✐s ♥♦t P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ❛❣❡♥t ✸ ❝❛♥

❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡tt❡r✲♦✛ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❛♥② ♦t❤❡r ❛❣❡♥t ✇♦rs❡✲♦✛✳ ❚❤✐s r❡♠♦✈❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡

P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜❡❝❛✉s❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❛❣❡♥t ✶ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡tt❡r✲♦✛ ❛❢t❡r s❤❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣

❝②❝❧❡✱ s❤❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ❛❣❡♥t ✸ ❜❡tt❡r✲♦✛ ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ ❤❡r ✇❡❧❢❛r❡✳

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✱ ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✱ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡

✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❙♦✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ s♦♠❡

♦t❤❡r ❛❣❡♥t✬s ✇❡❧❢❛r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥ ❛❣❡♥t✱ ✇❤♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡✱ ✐s r❡♠♦✈❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❤❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ✜♥❛❧✐③❡❞✱ ✐❢ s❤❡

♦✇♥s ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮✶✶ ❛♥❞ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❛❞❡

❜❡tt❡r✲♦✛ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❤❡r ✇♦rs❡✲♦✛✳✶✷ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t st❡♣ t ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧

r✉❧❡ ϕ ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② (R,ω) ∈ RN × A✱ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❆t t❤❡ st❛rt ♦❢ st❡♣ t✱ ❛ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts M ✐s

r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐❢ hi,t ∈ τ (Ri, Ot−1) ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t i ∈ M ❛♥❞ hM,t = ∪i∈Mτ (Ri, Ot−1)✳ ❖♥❝❡

❛❣❡♥ts ✐♥ M ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ✭❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ hM,t✮✱ ❛♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts ♠❛② ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡♣❛rt

s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡ ❣r♦✉♣s ❝❛♥ ❞❡♣❛rt✳

❚❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✜♥❛❧✐③❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❤❡ ✐s ❤♦❧❞✐♥❣

❛t t❤❡ st❡♣ ♦❢ ❤❡r r❡♠♦✈❛❧✳ ❚❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❞❡♣❛rt❡❞ ♦r r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡♥✱

❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts M ✇❤♦ ❛r❡ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ❛t st❡♣ t✱ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t i ∈ M ✐s ϕi (R,ω) = hi,t✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♦t❤❡r s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❞❡♣❛rt✉r❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ❣r♦✉♣ ♦✇♥s ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

♦♥❡s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ s♦♠❡ ❛❣❡♥t✱ ✇❤♦ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❛rt✐♥❣

❣r♦✉♣✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛❣❡♥ts ✭❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♦❜❥❡❝ts✮ ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ❣r♦✉♣ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡

❞❡♣❛rt✐♥❣ ❣r♦✉♣ ✇♦rs❡✲♦✛✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✷✱ ✸✱ ✽✱ ✶✼❪✳✶✸

✶✶❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ♣♦✐♥ts ❛t ❛♥
❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤♦❧❞s ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮✳

✶✷❯♥❞❡r t❤✐s ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s♦♠❡ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❡✈❡r ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣
❝②❝❧❡ ✐✳❡✳ t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡✐r ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ TTC r✉❧❡ ❢♦r
✇❤✐❝❤ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❧② ❛❢t❡r s❤❡ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❛
tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✐s ♠❛❞❡ ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛❣❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r ❢♦r♠ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡♠s❡❧✈❡s✱
♦r ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡❧❢❛r❡ ♦❢ ❛❧❧ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛❣❡♥ts r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

✶✸❚❤✐s ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✽❪✱ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ♣❛✐r❡❞✲s②♠♠❡tr✐❝

❛❜s♦r❜✐♥❣ s❡ts ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛❧ s✐♥❦s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ TTAS ❛♥❞ HPO r✉❧❡s ✐♥ ❬✷❪ ❛♥❞ ❬✶✼❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✷



✹✳✷ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❯♥s❛t✐s✜❡❞ ❆❣❡♥ts ❛♥❞ P❡rs✐st❡♥❝❡

❙❛❜❛♥ ✫ ❙❡t❤✉r❛♠❛♥ ❬✶✼❪ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡

str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❡♥s✉r✐♥❣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ♦❢

r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞

❢♦r ❛ r✉❧❡ ϕ t❤❛t ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✳

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ F ✱ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡

♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮ ♦❢ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡

♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮ ❢♦r ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡

♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s G = (N,E) ❛♥❞ G′ =
(
N, É

)
s✉❝❤

t❤❛t Ej = Éj ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ N\ {i}✱ ❛♥❞ Ei 6= Éi ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥t i ✐s ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡

TTC ✲❣r❛♣❤s✱ G ❛♥❞ G′✱ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t i✳ ■❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ F s❛t✐s✜❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✱ t❤❡♥ EF
j = ÉF

j ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ N\ {i} ✐✳❡✳ t❤❡

✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮ ♦❢ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❜❡❝❛✉s❡ ✐t

❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣

❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ r❡str✐❝ts ❤❡r ❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❤❡r ✇❡❧❢❛r❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✭❛✮ s❤♦✇s t✇♦ TTC ✲❣r❛♣❤s ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ ❛♥

✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✲ ❛❣❡♥t ✷✳ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s ❛❢t❡r ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱

s❛t✐s❢②✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✭❜✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡

♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✭❜✮ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❛❣❡♥t ✷✳

P❡rs✐st❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ✐❢✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞

❛❣❡♥t✱ t❤❛t ♦❜❥❡❝t st❛②s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❤❡r ✉♥t✐❧ s❤❡ ❞❡♣❛rts ♦r ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t Gt = (Nt, Et)

❜❡ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤ ❛t st❡♣ t ❢♦r t❤❡ r✉❧❡ ϕ ❛♥❞ ❧❡t F ❜❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ r✉❧❡ ϕ✳ ■❢ ❛t st❡♣ t ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ϕ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❤❛✐♥ Ch ∈ Ch (F (Gt)) s✉❝❤ t❤❛t Ch = (i1, · · · , im) ❛♥❞

im ∈ Ut✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥ Ch ✏♣❡rs✐sts✑ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s F (Gt̃) ✇❤❡r❡ t̃ < tm ❛♥❞ tm ✐s t❤❡ ✜rst
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✭❛✮ ❚✇♦ TTC ✲❣r❛♣❤s ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ ❛❣❡♥t ✷ ✇❤♦ ✐s ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞
❛❣❡♥t✳

✭❜✮ ❆ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✱ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✭❛✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥
t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✷✳ ❚❤❡ ❛r❝s ♥♦t s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐q✉❡
♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❞❛s❤❡❞ ❛r❝s✳

❋✐❣✉r❡ ✸

st❡♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥t im ❞❡♣❛rts ♦r ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞ ✐✳❡✳ Ch ∈ Ch (F (Gt̃)) ❢♦r ❛❧❧ t̃ < tm✳✶✹ ❋✐❣✉r❡ ✹ ♣r♦✈✐❞❡s

❛ ✈✐s✉❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐❢ ❛ ❝❤❛✐♥ t♦ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✐s ❢♦r♠❡❞✱

✉♥❞❡r t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ F ❛t s♦♠❡ st❡♣ t✱ t❤❡♥ t❤✐s ❝❤❛✐♥ ♦❝❝✉rs ✉♥t✐❧ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞

❛❣❡♥t r❡❝❡✐✈❡s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❛t ❧❡❛st ❛s ❣♦♦❞ ❛s ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡s❡ ❝❤❛✐♥s ❜❡❝❛✉s❡ s❤❡

❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❢♦r♠ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❜② ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡s❡ ❝❤❛✐♥s✳ ■❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

✶✹❆❣❡♥t im ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ tm ✐❢✿ ✭✶✮ s❤❡ ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t st❡♣ tm − 1✱ ♦r ✭✷✮ tm ✐s t❤❡ ✜rst
st❡♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥t im ❧✐❦❡s ❤❡r ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❛t ❧❡❛st ❛s ♠✉❝❤ ❛s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠✐♥❣ s❛t✐s✜❡❞ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❜❡❝❛✉s❡ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ❛♥ ❛❣❡♥t ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ s❤❡ ✐s ♥♦t r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥t✐❧ s❤❡ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✶✹



❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❛t s♦♠❡ st❡♣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

t♦ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❛♥❞ s❤❡ ♣r❡❢❡rs t❤❛t ♦❜❥❡❝t t♦ ❤❡r ✜♥❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s❤❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥

✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ♠✐sr❡♣♦rt ❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ st❡♣ t❤✐s ♦❜❥❡❝t ✇❛s ♠❛❞❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❤❡r✳ ❍❡♥❝❡✱ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✐❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❋♦r ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛ ❝❤❛✐♥ ✐s ❢♦r♠❡❞ t♦ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t

✭❛❣❡♥t im✮ ❛t st❡♣ t✱ t❤❛t ❝❤❛✐♥ ✏♣❡rs✐sts✑ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s t̃ < tm ✇❤❡r❡ tm ✐s t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥t im

❞❡♣❛rts ♦r ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✳

✹✳✸ ❚♦♣ ❚r❛❞✐♥❣ ❆❜s♦r❜✐♥❣ ❙❡ts ❘✉❧❡

❆ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ TTAS r✉❧❡✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆❧❝❛❧❞❡✲❯♥③✉ ✫ ▼♦❧✐s ❬✷❪✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ▲❡t ≺

❜❡ ❛ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r ♦❜❥❡❝ts✳ ❋♦r ❛♥② (R,ω) ∈ RN×A ❛♥❞ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r ♦❜❥❡❝ts ≺✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡

♦❢ t❤❡ TTAS r✉❧❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s TTAS≺ (R,ω)✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

♦❢ t❤❡ TTAS r✉❧❡✱ FTTAS ✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ s❡ts ♦❢ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ FTTAS ✐s

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ TTC ✲❣r❛♣❤✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❥✉st ❢♦r t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ s❡ts✱ t❤❡ r✉❧❡ ❜❡❤❛✈❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✳✶✺

❙♦✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ TTAS r✉❧❡✱ ✇❤❡r❡ FTTAS ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ TTC ✲❣r❛♣❤✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞

❤❡r❡✳✶✻ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ TTAS r✉❧❡✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ♣♦✐♥ts ❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t

♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤♦❧❞s ✐t ❬✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r✉❧❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡ s♦ t❤❛t ❛❣❡♥ts ♣♦✐♥t ❛t ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❢♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❣r✉✐t②✳ ❙t❡♣ t ♦❢ t❤❡ TTAS r✉❧❡ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ●r♦✉♣s ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡♣❛rt ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡ ❣r♦✉♣s ♦❢

✶✺❚❤✐s ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ♦❢ t❤❡ TTAS r✉❧❡ ❬✷❪ ❛♥❞ ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❙❛❜❛♥ ✫
❙❡t❤✉r❛♠❛♥ ❬✶✼❪✳

✶✻❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ TTAS r✉❧❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡ TC ❛♥❞
HPO r✉❧❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ TTC ✲❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦♥ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣

str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss t♦ t❤❡ t❤r❡❡ r✉❧❡s✳

✶✺



❛❣❡♥ts s❛t✐s❢② t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ❛❣❡♥t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❤❡ ✐s ❤♦❧❞✐♥❣ ❛t

st❡♣ t ✐✳❡✳ ✐❢ ❛❣❡♥t i ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡♣❛rt✱ t❤❡♥ TTAS
≺
i (R,ω) = hi,t✳

✷✳ ❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ TTAS r✉❧❡✱ FTTAS ✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡

❛❣❡♥t✬s ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❤❡❧❞ ❜② ❤❡r ❛t ❧❡❛st m t✐♠❡s✱ s❤❡

♣♦✐♥ts ❛t ✇❤♦❡✈❡r ♦✇♥s ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮✱ t❤❛t s❤❡ ❤❛s

♥♦t ❤❡❧❞ m+ 1 t✐♠❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ✉♥❞❡r ≺✳ ❚❤❡ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s

❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛ss✐❣♥❡❞ ♦❜❥❡❝t✳

✸✳ ❊❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❛❣❡♥t ✉♥❞❡r FTTAS ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡✳ ❆t

st❡♣ t + 1✱ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t st❡♣ t ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐✳❡✳ ✐❢ ❛❣❡♥t i ✐s ✐♥ ❛ tr❛❞✐♥❣

❝②❝❧❡ ❛t st❡♣ t✱ t❤❡♥ hi,t+1 = hpi,t,t✳

❚❤❡ TTAS ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♥❞s ✇❤❡♥ ❡✈❡r② ❛❣❡♥t ❤❛s ❞❡♣❛rt❡❞✳ ❚❤❡ TTAS r✉❧❡ ✐s P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②

r❛t✐♦♥❛❧✱ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢✱ ✇❡❛❦ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♥❣ ✭✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝♦r❡ ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✮ ❬✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ TTAS r✉❧❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❬✸❪✳

❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ TTAS r✉❧❡✱ FTTAS ✱ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞

❛❣❡♥ts ❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r

❛❣❡♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ FTTAS ❡♥❢♦r❝❡s ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ❛❣❡♥t i ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ♣♦✐♥t ❛t ❛♥ ❛❣❡♥t j ✉♥t✐❧ ❛❣❡♥t

j ❞❡♣❛rts ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡✳✶✼ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡

✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ TTAS r✉❧❡ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✬s ♣♦✐♥t✐♥❣ ✏♣❡rs✐sts✑ ✉♥t✐❧

❤❡r ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ❞❡♣❛rts ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✇❤❡r❡❛s ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s t❤♦s❡ ❝❤❛✐♥s

t♦ ✏♣❡rs✐st✑ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❛s t❤❡ ❧❛st ❛❣❡♥t✳✶✽ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s

✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts i1, · · · , im−2 ❝❛♥ ✏♣❡rs✐st✑ ❡✈❡♥

❛❢t❡r ❛❣❡♥t im✱ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t✱ ❤❛s ❞❡♣❛rt❡❞ ♦r ❜❡❝♦♠❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❛❣❡♥t im−1 ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❝♦♠❡

♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t st❡♣ tm−1 ✇❤❡r❡ tm ✐s t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥t im ❞❡♣❛rts ♦r ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✳

■❢ ❛❣❡♥t im−1 ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t st❡♣ tm − 1✱ t❤❡♥ ❛❣❡♥ts i1, · · · , im−1 ❤♦❧❞ t❤❡ s❛♠❡

✶✼❚❤❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ TTAS ❛♥❞ TC r✉❧❡s ✐♠♣❧✐❡s ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛♥ ❛❣❡♥t ❜❡❝♦♠❡s
♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡s❡ r✉❧❡s✱ s❤❡ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮
✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐✳❡✳ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡❝♦♠❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛❢t❡r ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡✳

✶✽❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ TTAS ❛♥❞ TC r✉❧❡s s❛t✐s❢② ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦
r✉❧❡s r❡❧② ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳

✶✻



♦❜❥❡❝ts ❛t st❡♣s tm − 1 ❛♥❞ tm ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✉♥❞❡r FTTAS ✱ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s ❢♦r ❛❣❡♥ts

i1, · · · , im−2 ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛t st❡♣s tm − 1 ❛♥❞ tm✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✇❤❛t ♣❡rs✐st❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡s

❜❡❝❛✉s❡ ❛❣❡♥t im ✐s ♥♦t ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ tm✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❙t❡♣ t ✐s t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❝❤❛✐♥ ♦❝❝✉rs ❛♥❞ st❡♣ tm ✐s t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥t im
❞❡♣❛rts ♦r ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❛❣❡♥t im−1 ✐s ♥♦t ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t st❡♣ tm − 1✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r t❤❡
TTAS ❛♥❞ TC r✉❧❡s✱ ❛❣❡♥ts i1, · · · , im−2 ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s ❛t st❡♣ tm ✇❤❡r❡❛s ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❞♦❡s
♥♦t ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡s❡ ♣♦✐♥t❡❡s ❛t st❡♣ tm✳

✹✳✹ ❚♦♣ ❈②❝❧❡s ❘✉❧❡

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ TC r✉❧❡✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❏❛r❛♠✐❧❧♦ ✫ ▼❛♥❥✉♥❛t❤ ❬✽❪✱ ✐s ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s♦♠❡

r❡❧❡✈❛♥t ♥♦t❛t✐♦♥✳ ▲❡t ≺ ❜❡ ❛ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r ❛❣❡♥ts✳ ❋♦r ❛♥② (R,ω) ∈ RN × A ❛♥❞ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣

≺✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ TC r✉❧❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s TC≺ (R,ω)✳ ❙t❡♣ t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ●r♦✉♣s ♦❢ ❛❣❡♥ts s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❞❡♣❛rt ✉♥t✐❧ ♥♦ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts

s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ❛❣❡♥t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❤❡ ✐s ❤♦❧❞✐♥❣ ✐✳❡✳ ✐❢ ❛❣❡♥t

i ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡♣❛rt ❛t st❡♣ t✱ t❤❡♥ TC
≺
i (R,ω) = hi,t✳

✷✳ ❯♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ TC r✉❧❡✱ FTC ✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❛t

st❡♣ t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✭❛✮ ❋♦r ❛♥② ❛❣❡♥t j ✇❤♦ ❤♦❧❞s t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✱ t❤❡ ❛❣❡♥ts ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t ❤❡r ✐♥

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✱ ♣♦✐♥t ❛t ❛❣❡♥t j ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❡♣ ✉♥❞❡r FTC ✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✐❢ hj,t = hj,t−1 ❢♦r

j ∈ Nt✱ t❤❡♥ pi,t = j ❢♦r ❛❧❧ i ∈ Nt s✉❝❤ t❤❛t pi,t−1 = j✳

✶✼



✭❜✮ ■❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ❤❡❧❞ ❜② ❛♥

✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t✱ s❤❡ ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ✉♥❞❡r ≺✳

✭❝✮ ❆♥② ❛❣❡♥t ✇❤♦ ✐s ♥♦t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❜② t❤✐s st❛❣❡ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛❧❧ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮ ❤❡❧❞ ❜② s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ❋r♦♠ ✷ ✭❜✮✱ ❡❛❝❤ s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤❛s ♦♥❡ ♦❢

❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮ ❤❡❧❞ ❜② ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣

❛t ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t✳ ❉❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ❛s LU 1 ✐✳❡✳ LU 1 = {i ∈ St : pi,t ∈ Ut}✳

❙❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ❞❡✜♥❡ LU k = {i ∈ St : pi,t ∈ LU k−1} ❢♦r k > 1✳ ■♥❞✉❝❡ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ≺k ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❢♦r ❛♥② i, j ∈ LU k✱ ❞❡✜♥❡ i ∼k j ✐❢ i = j ❛♥❞ pi,t ∼k−1 pj,t ✇❤❡r❡ i ∼1 j ✐❢ i = j ❛♥❞ pi,t = pj,t

❛r❡ tr✉❡✱ ❛♥❞ i ≺k j ✐❢ ✭✶✮ pi,t ≺k−1 pj,t ❤♦❧❞s✱ ♦r ✭✷✮ pi,t ∼k−1 pj,t ❛♥❞ i ≺ j ❛r❡ tr✉❡ ✇❤❡r❡

≺1=≺✳ ◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ✐s ♥♦t ♣♦✐♥t✐♥❣ ②❡t ❛♥❞ ❤❛s ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts

✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮ ❤❡❧❞ ❜② s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ LU k✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ LU k ✇❤♦ ❤♦❧❞

♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮✱ s❤❡ ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤❛s ❛

❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ✉♥❞❡r ≺k✳ ❈♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✉♥t✐❧ LU k = φ✳✶✾

✭❞✮ ❆♥② ❛❣❡♥t ✇❤♦ ✐s st✐❧❧ ♥♦t ♣♦✐♥t✐♥❣✱ ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ❛❣❡♥t✱ ♦t❤❡r t❤❛♥ ❤❡rs❡❧❢✱ ✇❤♦

❤♦❧❞s ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮✳

✸✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❛❣❡♥t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ✉♥✐q✉❡

♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ FTC ✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ♦❢ t❤❡ TC r✉❧❡✱ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ ❛ tr❛❞✐♥❣

❝②❝❧❡ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐✳❡✳ ✐❢ ❛❣❡♥t i ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t st❡♣ t✱ hi,t+1 = hpi,t,t✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ TC r✉❧❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❛s ❧♦♥❣

❛s ✷ ✭❛✮ ✐s ♥♦t ✐♥ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❡r♠✐♥❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ❞❡♣❛rt❡❞✳ ❚❤❡ TC r✉❧❡

✐s P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧✱ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢✱ ✇❡❛❦ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♥❣ ✭✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡

❝♦r❡ ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✮ ❬✸✱ ✽❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❬✽❪✳

❚❤❡ TC r✉❧❡ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❜❡❝❛✉s❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦

✶✾❖♥❧② s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ LU k ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❝❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts
✇❤♦ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮ ♦✇♥❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t✱ t❤❡ r✉❧❡ ♥❡❡❞s t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡✐r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮ ♦✇♥❡❞ ❜②
s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳

✶✽



❢♦r♠ ❛ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✉♥❞❡r FTC ✳ ❆s t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

♦❢ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛t❤ ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❝♦♥s✐sts ❡♥t✐r❡❧② ♦❢ s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✭✐❢

❛♥②✮✱ t❤❡ TC r✉❧❡ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ TC r✉❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♠♣♦s❡s ♣❡rs✐st❡♥❝❡

✐♥ ✷ ✭❛✮ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t i ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ♣♦✐♥t ❛t ❛♥ ❛❣❡♥t j ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❛❣❡♥t j ❤♦❧❞s t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t

❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✳ ❚❤✐s ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s TC ✲♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ TC ✲♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐❡s

♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❜✉t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✬s ♣♦✐♥t✐♥❣ ✏♣❡rs✐sts✑ ✉♥t✐❧ ❤❡r ♣♦✐♥t❡❡ ❞❡♣❛rts ♦r

❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡✳✶✼✱✶✽ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ TC ✲♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✉♥❞❡r TC ✲♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛❣❡♥t im−1 ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡

❛t st❡♣ tm−1✱ t❤❡♥ ❛❣❡♥ts i1, · · · , im−1 ❤♦❧❞ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝ts ❛t st❡♣s tm−1 ❛♥❞ tm✳ ❚❤❡♥✱ ✉♥❞❡r FTC ✱ t❤❡

✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s ❢♦r ❛❣❡♥ts i1, · · · , im−2 ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛t st❡♣s tm−1 ❛♥❞ tm✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❛❣❡♥t im ❞❡♣❛rts

♦r ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ tm✱ s❤❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ tm✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s ❢♦r

❛❣❡♥ts i1, · · · , im−2 ❛r❡ ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛t st❡♣s tm−1 ❛♥❞ tm ✉♥❞❡r ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳

✹✳✺ ❍✐❣❤❡st Pr✐♦r✐t② ❖❜❥❡❝t ❘✉❧❡

❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ HPO r✉❧❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❛❜❛♥ ❛♥❞ ❙❡t❤✉r❛♠❛♥ ❬✶✼❪✳ ❚❤❡ HPO r✉❧❡ ✉s❡s

❛ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r ❛❣❡♥ts ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r ❛❣❡♥ts ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ HPO r✉❧❡ ❛♥❞ ✇❛s ✉s❡❞ ♦♥❧② t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ HPO r✉❧❡

✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧② ❬✶✼❪✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r ❛❣❡♥ts ✐s ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ▲❡t ≺ ❜❡ ❛ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r ♦❜❥❡❝ts✳ ❋♦r ❛♥② (R,ω) ∈ RN × A ❛♥❞ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r

♦❜❥❡❝ts ≺✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ HPO r✉❧❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s HPO
≺ (R,ω)✳ ❙t❡♣ t ♦❢ t❤❡ HPO r✉❧❡ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❙❡ts ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡♣❛rt ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡ s❡ts ♦❢ ❛❣❡♥ts

s❛t✐s❢② t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ❛❣❡♥t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❤❡ ❤♦❧❞s ❛t st❡♣ t ✐✳❡✳ ✐❢

❛❣❡♥t i ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡♣❛rt ❛t st❡♣ t✱ t❤❡♥ HPO
≺
i (R,ω) = hi,t✳

✷✳ FHPO ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ Nt ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✿

✭❛✮ FHPO ❡♥❢♦r❝❡s ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❋♦r ❛♥② j ∈ Ut ❛♥❞ Ch ∈ Chj

(
FHPO (Gt−1)

)
✱ ✐t ♠✉st ❜❡

t❤❛t pi,t = pi,t−1 ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ {i1, · · · , im} ✇❤❡r❡ Ch = (i1, · · · , im, j)✳

✶✾



✭❜✮ ❋♦r ❡❛❝❤ i ∈ Ut ✇❤♦ ✐s ♥♦t ♣♦✐♥t✐♥❣ ②❡t✱ ❛❣❡♥t i ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ♦✇♥s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t②

♦❜❥❡❝t ✐♥ τ (Ri, Ot) ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ≺✳

✭❝✮ ❆♥② ❛❣❡♥t ✇❤♦ ✐s ♥♦t ♣♦✐♥t✐♥❣ ②❡t ♠✉st ❜❡ ❛ s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t✳ ❘❡♣❡❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ s❛t✐s✜❡❞

❛❣❡♥ts ❛r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣✿

✐✳ ▲❡t L ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t✐♥❣✳ ❘❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ❛s ❧❛❜❡❧❡❞ ❛❣❡♥ts✳

✐✐✳ ❆❣❡♥t i ∈ Nt ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛❣❡♥ts ✐❢ hj,t ∈ τ (Ri, Ot) ❢♦r s♦♠❡ j ∈ L ✐✳❡✳

❛♥ ❛❣❡♥t ✐s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛❣❡♥ts ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮ ✐s ❤❡❧❞ ❜② ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❧❛❜❡❧❡❞

❛❣❡♥ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s AL✳

✐✐✐✳ ❙❡❧❡❝t t❤❡ ❛❣❡♥t ✐♥ AL ✇❤♦ ♦✇♥s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ♦❜❥❡❝t✱ s❛② ❛❣❡♥t i✳ ❆❣❡♥t i ♣♦✐♥ts ❛t

t❤❡ ❛❣❡♥t ✐♥ L ✇❤♦ ♦✇♥s ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮ ✇✐t❤

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ✉♥❞❡r ≺✳ ●♦ ❜❛❝❦ t♦ st❛❣❡ ✐✳

✸✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❛❣❡♥t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✉♥❞❡r FHPO ✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t✳ ■♥ st❡♣ t+ 1 ♦❢ t❤❡ HPO r✉❧❡✱ ♦❜❥❡❝ts

♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ♦❢ st❡♣ t ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐✳❡✳ ✐❢ ❛❣❡♥t i ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t st❡♣ t✱

hi,t+1 = hpi,t,t✳

❚❤❡ HPO r✉❧❡ ✐s P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧✱ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢✱ ❛♥❞ ✇❡❛❦ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♥❣ ❬✶✼❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤❡ HPO r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ O
(
n2 log n+ n2γ

)
✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞

γ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡✳

❚❤❡ HPO r✉❧❡ s❛t✐s✜❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❞❡✲

t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣♦s❡❞

♦♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡ HPO r✉❧❡✳

✺ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s s✉✣❝✐❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t t❤❡ TTAS ✱ TC ✱ ❛♥❞ HPO r✉❧❡s s❛t✐s❢② ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❡✈❡♥
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t❤♦✉❣❤ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤

✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✻❪✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ TTC r✉❧❡ ✇✐t❤ ✜①❡❞ t✐❡✲❜r❡❛❦✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s

✇❡❛❦ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✼❪✱ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢

❤♦✇ t❤❡ t✐❡s ❛r❡ ❜r♦❦❡♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠✿ ❧❡t N = {1, 2, 3}✱ O = {a, b, c}✱ ω = (a, b, c) ❛♥❞

t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡✱ R = (R1, R2, R3)✱ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s✿

R1 R2 R3 R′
1 R′′

1

bc a a b c

a b c c b

c b a a

▲❡t P = (P1, P2, P3) ❜❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t✐❡s ✐♥ R ❛r❡ ❜r♦❦❡♥✳ ❚❤❡♥✱ P2 = R2 ❛♥❞ P3 = R3

❜❡❝❛✉s❡ R2 ❛♥❞ R3 ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② t✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ P1 ∈ {R′
1, R

′′
1} ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t✇♦ ✇❛②s ♦❢ ❜r❡❛❦✐♥❣

t✐❡s ✐♥ R1✳ ■❢ t❤❡ t✐❡✲❜r❡❛❦✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ s♦ t❤❛t P1 = R′
1✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ TTC r✉❧❡ ✇✐t❤ ✜①❡❞ t✐❡✲❜r❡❛❦✐♥❣

✐s (b, a, c)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐❢ ❛❣❡♥t ✶ ♠✐sr❡♣♦rt❡❞ ❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛s R′′
1 ✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ TTC r✉❧❡ ✇✐t❤ ✜①❡❞

t✐❡✲❜r❡❛❦✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t♦ (c, b, a) ✐✳❡✳ ❛❣❡♥t ✶✬s ✇❡❧❢❛r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇❤✐❧❡ ❛❣❡♥t ✸ ❜❡❝♦♠❡s ❜❡tt❡r✲♦✛✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t✐❡s ❛r❡ ❜r♦❦❡♥ s♦ t❤❛t P1 = R′′
1 ✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ TTC r✉❧❡ ✇✐t❤ ✜①❡❞ t✐❡✲❜r❡❛❦✐♥❣

✐s (c, b, a)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛❣❡♥t ✶ ❝❛♥ ♠✐sr❡♣♦rt ❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛s R′
1 ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡

TTC r✉❧❡ ✇✐t❤ ✜①❡❞ t✐❡✲❜r❡❛❦✐♥❣ t♦ (b, a, c) ✐✳❡✳ ❛❣❡♥t ✷ ❜❡❝♦♠❡s ❜❡tt❡r✲♦✛ ❛♥❞ ❛❣❡♥t ✶✬s ✇❡❧❢❛r❡ r❡♠❛✐♥s

✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ TTC r✉❧❡ ✇✐t❤ ✜①❡❞ t✐❡✲❜r❡❛❦✐♥❣ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t s❛t✐s✜❡s ✇❡❛❦ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

♦❢ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲❜♦ss✐♥❡ss ✇✐t❤ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ❢♦r str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶✶✱ ✶✽❪✱ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✼❪✳ ◆♦♥✲❜♦ss✐♥❡ss ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ♦✉t❝♦♠❡

r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤❡r❡❛s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t❝♦♠❡ ✇❤✐❧❡

♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡❧❢❛r❡ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ♥♦♥✲❜♦ss✐♥❡ss ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② ❛♥❞✱ ❛s s✉❝❤✱ ✐s ✉♥❛❜❧❡

t♦ r✉❧❡ ♦✉t ❣r♦✉♣ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t
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t❤❡ TTC r✉❧❡ ✇✐t❤ ✜①❡❞ t✐❡✲❜r❡❛❦✐♥❣ ❞♦❡s s❛t✐s❢② ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧②

❢r♦♠ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ♦❢ t❤❡ TTC r✉❧❡ ❢♦r str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✹❪ ❛♥❞✱ ❛s s✉❝❤✱ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ✐s ♥♦t

♣r♦✈✐❞❡❞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❚❤❡ TTC r✉❧❡ ✇✐t❤ ✜①❡❞ t✐❡✲❜r❡❛❦✐♥❣ s❛t✐s✜❡s ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡

TTAS ✱ TC ✱ ❛♥❞ HPO r✉❧❡s r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ TTC r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ♣r♦♦❢ s❤❛r❡s ♠❛♥② s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ❙❛❜❛♥ ✫ ❙❡t❤✉r❛♠❛♥ ❬✶✼❪✳ ❆s s✉❝❤✱ ■ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss ❜♦t❤ t❤❡s❡ ♣r♦♦❢s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳✷✵

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ✉♥s❛t✐s✜❡❞

❛❣❡♥ts✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛t ❛♥② st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞✱ ❛s s✉❝❤✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣

✇✐t❤ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛❣❡♥ts t♦ ♣r♦✈❡ ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ ❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐t ✐♠♣❧✐❡s ✏✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✑

❢♦r ❛♥② ❣r♦✉♣ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❥♦✐♥t❧② ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐✳❡✳ ✐❢ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s ❢♦r t✇♦

❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ ♦♥❧② ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s ❝❤♦s❡♥

❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ s❛t✐s✜❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ❙❛❜❛♥ ✫ ❙❡t❤✉r❛♠❛♥ ❬✶✼❪ s❤♦✇ t❤❛t str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡

❢♦r t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧② ❛s t❤❡s❡ r✉❧❡s s❛t✐s❢② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳

▲♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ (R,ω) ∈ RN × A ❛♥❞ ❛ r✉❧❡

ϕ✳ ❙✉♣♣♦s❡ ϕi (R,ω) = a ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❛❣❡♥t i ∈ N ✳ ▲❡t R′ ∈ RN ❜❡ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡ s✉❝❤ t❤❛t

R′ = (R−i, R
′
i) ✇❤❡r❡ R′

i|O\{a} = Ri|O\{a} ✭t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❛❣❡♥t i ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥

O\ {a} ✉♥❞❡r Ri ❛♥❞ R′
i✮ ❛♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ b ∈ O\ {a}✱ bPia ⇒ bP ′

ia ❛♥❞ aRib ⇒ aP ′
i b✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r✉❧❡ ϕ s❛t✐s✜❡s

❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐❢ ϕi (R
′, ω) = a✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❏❛r❛♠✐❧❧♦ ✫ ▼❛♥❥✉♥❛t❤ ❬✽❪✱ R′

i ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣✉s❤✲✉♣

♦❢ Ri ❛t a✳

▲♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♠✐sr❡♣♦rt❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r✉❧❡❞ ♦✉t ❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠✐sr❡♣♦rts ❢♦r ❛

✷✵❚❤❡s❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ s❤❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❢♦r str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ♦❢ t❤❡ TTAS ❛♥❞ TC r✉❧❡s✳

✷✷



r✉❧❡ t♦ ❜❡ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢✳ ❋♦r ❛ r✉❧❡ t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✐❢ ❛❣❡♥t i r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❜❡tt❡r ♦❜❥❡❝t ✭s❛② a ∈ O✮

❜② r❡♣♦rt✐♥❣ R′
i✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❤❡r tr✉❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ Ri✱ s❤❡ ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t ❜② r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧

♣✉s❤✲✉♣ ♦❢ R′
i ❛t a ✭s❛② R′′

i ✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ❛❣❡♥t i r❡♣♦rts R′′
i ✱ s❤❡ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤

♦❜❥❡❝t a ❛❢t❡r ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ s❤❡ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❛❢t❡r s❤❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ ♦❜❥❡❝t a ✉♥❞❡r t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s R′′
i ✳
✷✶ ❆s s✉❝❤✱ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛❧❧♦✇s

❢♦r ❛ s♦♠❡✇❤❛t s✐♠♣❧❡r ♣r♦♦❢ ❢♦r str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳

❆❢t❡r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❢♦r t❤❡ r✉❧❡s t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ✐♥✲

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ❙❛❜❛♥ ✫ ❙❡t❤✉r❛♠❛♥ ❬✶✼❪ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✉♥✐q✉❡

♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❡♥s✉r❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❢♦r t❤❡ r✉❧❡s

✐♥ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧② ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ❢♦r ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣②

♣r♦♦❢♥❡ss ❛s t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts ❥♦✐♥t❧② ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r

✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ♦♥❡ ❛❣❡♥t✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s s✉✐t❛❜❧② ❛❞❥✉st❡❞ ❢♦r ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛❣❡♥ts✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡

✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ r✉❧❡ ✐s P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✱

str❛t❡❣② ♣r♦♦❢✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲❜♦ss② ❬✺✱ ✼✱ ✽❪✳ ❙✐♥❝❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧② s❛t✐s❢② P❛r❡t♦

❡✣❝✐❡♥❝②✱ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✱ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❬✶✼❪✱ t❤❡s❡ r✉❧❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♥♦♥✲❜♦ss②✳ ❙♦✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥

t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t

❛ ❣r♦✉♣ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛② ♥♦t ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r

t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ■ s❦✐♣ t❤✐s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② st❡♣ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡♥s✉r❡ ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❢♦r t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✳

❚❤❡♥✱ ■ ♣r♦✈❡ ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ♦❢ t❤❡ TTAS ✱ TC ✱ ❛♥❞ HPO r✉❧❡s ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡

♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ r✉❧❡s s❛t✐s✜❡s t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ✐s ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ ❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛♣♣❧✐❡s t♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❥♦✐♥t❧② ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡✐r

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ r✉❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✱ ✐❢ t✇♦ TTC ✲❣r❛♣❤s ❞✐✛❡r

♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✱ t❤❡♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐❢ t❤❡

✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ s❛t✐s✜❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞

✷✶▲♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ♦❢ t❤❡ TTAS ❛♥❞ TC r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❙❛❜❛♥ ✫ ❙❡t❤✉r❛♠❛♥ ❬✷✱ ✽✱ ✶✼❪✳

✷✸



r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ TTC ✲❣r❛♣❤s s♦ t❤❛t ❛♥② t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ TTC ✲❣r❛♣❤s ❞✐✛❡r ♦♥❧②

✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ✜♥❛❧ TTC ✲❣r❛♣❤s ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s

✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ TTC ✲❣r❛♣❤s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦r♠❛❧❧②

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ▲❡t G ❛♥❞ G′ ❜❡ t✇♦ TTC ✲❣r❛♣❤s ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳

■❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ F s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞

❣r❛♣❤s F (G) ❛♥❞ F (G′) ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t G = (N,E) ❛♥❞ G′ =
(
N, É

)
❜❡ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s s✉❝❤ t❤❛t Ei = Éi ❢♦r ❛❧❧ i ∈ N\M ❛♥❞ M

✐s ❛ s❡t ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ■t ❤❛s t♦ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t EF
i = ÉF

i ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ N\M ❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s

F (G) ❛♥❞ F (G′) ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ F s❛t✐s✜❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❧❡t M = {i1, · · · , im}✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s G ❛♥❞ G′ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻ ✭❛✮✳ ▲❡t G0 = G✱ ❛♥❞ G1, · · · , Gm ❜❡ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② k ∈ {1, · · · ,m}✱

Gk ❛♥❞ G0 ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣❡♥ts i1, · · · , ik✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ t❤❡

❛❣❡♥ts i1, · · · , ik✱ ✐♥ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤ Gk✱ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ G′✳ ❚❤❡♥✱ ❜②

❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ Gm = G′✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❢♦r k = 1, · · · ,m✱ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s Gk−1 ❛♥❞ Gk ❞✐✛❡r

♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ik✳ ❋✐❣✉r❡ ✻ ✭❜✮ ❡①❤✐❜✐ts t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤❡ t✇♦

TTC ✲❣r❛♣❤s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻ ✭❛✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r k = 1, · · · ,m✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s F
(
Gk−1

)
❛♥❞ F

(
Gk

)

❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ik ❜❡❝❛✉s❡ F s❛t✐s✜❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞

❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✱

♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ TTC ✲❣r❛♣❤s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻ ✭❜✮ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻ ✭❝✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s

F
(
G0

)
= F (G) ❛♥❞ F (Gm) = F (G′) ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ❢♦r t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ✐✳❡✳

EF
i = ÉF

i ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ N\M ✳ �

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞

❤❡r❡✳ ❋♦r ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ❧❡t R,R′ ∈ RN ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t R′ =
(
RN\M , R′

M

)
❛♥❞ M ⊆ N ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ss✉♠❡

t❤❛t ϕi (R
′, ω)Piϕi (R,ω) ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ M ❢♦r ❛ r✉❧❡ ϕ t❤❛t ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✳ ▲❡t Nt ❛♥❞

Ot ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❧❡t N ′
t ❛♥❞ O′

t ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ st❡♣ t ✉♥❞❡r
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✭❛✮ ❚❤❡ t✇♦ TTC ✲❣r❛♣❤s✱ G ❛♥❞ G′✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t✲
❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts i1, · · · , im✳

✭❜✮ ❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st TTC ✲❣r❛♣❤s ❛r❡ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s G ❛♥❞ G′✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ TTC ✲❣r❛♣❤s ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ TTC ✲❣r❛♣❤s✳

✭❝✮ ❆ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✱ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✻ ✭❜✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞
❛❣❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✻

✷✺



R′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t ht ❛♥❞ h′
t ❜❡ t❤❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥s st❛t✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ❤❡❧❞ ❜② ❛❣❡♥ts ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r

R ❛♥❞ R′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t Gt = (Nt, Et) ❛♥❞ G′
t =

(
N ′

t , Ét

)
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s ❛t st❡♣ t ♦❢ r✉❧❡ ϕ

✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t Ch (Gt) ❛♥❞ C (Gt) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡ts ♦❢ ❛❧❧ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ ❝②❝❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

✐♥ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤ Gt ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡ts ❢♦r G′
t ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Ch (G′

t) ❛♥❞ C (G′
t)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

❧❡t Chi (Gt) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝❤❛✐♥s ✐♥ Ch (Gt) ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛❣❡♥t i ❛s t❤❡ ❧❛st ❛❣❡♥t ❛♥❞ Ci (Gt) ❜❡ t❤❡ s❡t

♦❢ ❛❧❧ ❝②❝❧❡s ✐♥ C (Gt) ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❣❡♥t i✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡ts ❢♦r t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤ G′
t ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s

Chi (G
′
t) ❛♥❞ Ci (G

′
t)✳

▲❡t F ❜❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r✉❧❡ ϕ✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s F (Gt) =
(
Nt, E

F
t

)
❛♥❞ F (G′

t) =
(
N ′

t , É
F
t

)
❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R ❛♥❞

R′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ Ch (F (Gt)) ❛♥❞ C (F (Gt)) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤

F (Gt)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ Chi (F (Gt)) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝❤❛✐♥s ✐♥ Ch (F (Gt)) ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛❣❡♥t i ❛s t❤❡

❧❛st ❛❣❡♥t ❛♥❞ Ci (F (Gt)) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝②❝❧❡s ✐♥ C (F (Gt)) ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❣❡♥t i✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

s❡ts ❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ F (G′
t) ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Ch (F (G′

t))✱ C (F (G′
t))✱ Chi (F (G′

t))✱ ❛♥❞ Ci (F (G′
t))✳ ■♥

❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s F (Gt) ❛♥❞ F (G′
t)✱ ❧❡t pi,t ❛♥❞ p′i,t ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❛❣❡♥t ♣♦✐♥t❡❞ ❛t ❜② ❛❣❡♥t

i ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t hi,t ❛♥❞ h′
i,t ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❤❡❧❞ ❜② ❛❣❡♥t i ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r

R ❛♥❞ R′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

CONN i,t ≡ {j ∈ Nt : j ∈ Ch ❢♦r s♦♠❡ Ch ∈ Chi (F (Gt))}

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ CONN i,t ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣❛t❤ t♦ ❛❣❡♥t i ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ F (Gt) ✐✳❡✳ t❤❡s❡

❛❣❡♥ts ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧② ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t ❛❣❡♥t i ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ▲❡t CONNM,t = ∪i∈MCONN i,t

✇❤❡r❡ M ⊆ N ✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ❝❡rt❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧② t❤❛t ✈✐♦❧❛t❡s ✇❡❛❦

❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ r✉❧❡ ϕ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐sM ⊆ N s✉❝❤ t❤❛t ϕi (R
′, ω)Piϕi (R,ω)

❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ M ✱ ✇❤❡r❡ R′ =
(
RN\M , R′

M

)
✱ t❤❡♥✿

✶✳ ϕi (R
′, ω)Piωi ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ M ✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡ ✉♥❞❡r

✷✻



R′✱

✷✳ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ ✶ ♦❢ ϕ ✉♥❞❡r R ♦r R′✱ ❛♥❞

✸✳ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ ✶ ✉♥❞❡r R✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ r✉❧❡ ϕ t❤❛t ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✳ ▲❡t R,R′ ∈ RN ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t R′ =
(
RN\M , R′

M

)
❛♥❞ ϕi (R

′, ω)Piϕi (R,ω) ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ M ✳ ❉❡✜♥❡ α ≡ ϕ (R,ω) ❛♥❞ α′ ≡ ϕ (R′, ω)✳ ❙✐♥❝❡ ϕ

✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧② ✐t s❛t✐s✜❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ t❤❡♥ αiRiωi ✐s tr✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ M ✳ ❇②

❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ α′
iPiαi ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ M ✱ t❤❡♥ α′

iPiωi ❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ M ✳ ❙♦✱ st❛t❡♠❡♥t ✭✶✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷ ✐s tr✉❡✳

❙t❛t❡♠❡♥t ✭✷✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷ ❢♦r R′ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ st❛t❡♠❡♥t ✭✶✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳ ❚♦ s❡❡ t❤❛t st❛t❡♠❡♥t ✭✷✮

♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷ ✐s tr✉❡ ❢♦r R✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❋♦r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛❣❡♥t i ∈ M ✐s t❤❡ ✜rst

❛❣❡♥t ✐♥ M t♦ ❞❡♣❛rt ❛t st❡♣ ✶ ✉♥❞❡r R✳ ▲❡t Ñ ❛♥❞ Õ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤

❤❛✈❡ ❞❡♣❛rt❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛❣❡♥t i✳ ❚❤❡♥✱ αi ∈ τ
(
Ri, O\Õ

)
✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❜② t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛❣❡♥ts ✐♥ Ñ

❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❞❡♣❛rt ✇✐t❤ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ Õ ✉♥❞❡r R′ ❛s ✇❡❧❧✳ ❙✐♥❝❡ αi ∈ τ
(
Ri, O\Õ

)
✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t αiRiα

′
i

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ st❛t❡♠❡♥t ✭✷✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷ ✐s tr✉❡✳

❙✉♣♣♦s❡✱ ❢♦r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡♠❡♥t ✭✸✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✱ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❣❡♥t i ∈ M ✇❤♦ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❛t

st❡♣ ✶ ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡♥✱ ωi ∈ τ (Ri, O1)✳✷✷ ❙✐♥❝❡ α′
iPiαi ❛♥❞ αi ∈ τ (Ri, O1)✱ t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t α′

i ∈ O\O1✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛❣❡♥ts ✐♥ N\N1 ❞❡♣❛rt ✇✐t❤ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ O\O1 ❛t st❡♣ ✶ ✉♥❞❡r R′ ❛♥❞✱ ❜② t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱

αj = α′
j = ωj ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ N\N1 ❛♥❞ O\O1 = {a ∈ O : aRjωj ❢♦r j ∈ N\N1}✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ❛❣❡♥t i ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ α′

i

✉♥❞❡r R′✱ s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ N\N1 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇♦rs❡✲♦✛ ✉♥❞❡r R′ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✈✐♦❧❛t❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②

❜❡❝❛✉s❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛❣❡♥t ✐♥ N\N1 ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ O1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ st❛t❡♠❡♥t ✭✸✮ ♦❢

▲❡♠♠❛ ✷ ✐s tr✉❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

◆❡①t✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❜② ❆❧❝❛❧❞❡✲❯♥③✉ ✫ ▼♦❧✐s ❬✷❪ ❛♥❞ ❏❛r❛♠✐❧❧♦ ✫ ▼❛♥❥✉♥❛t❤

❬✽❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜② ❙❛❜❛♥ ✫ ❙❡t❤✉r❛♠❛♥ ❬✶✼❪✱ ❢♦r R ❛♥❞ R′ t❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡

ϕ ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❥♦✐♥t❧② ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ ❛❣❡♥ts

❞❡♣❛rts✱ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡✳ ▲❡t t ❜❡ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✇❤❡r❡ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s tr✉❡ ❢♦r s♦♠❡ ❛❣❡♥t i ∈ M ✉♥❞❡r R ✿

✷✷❋r♦♠ st❛t❡♠❡♥t ✭✷✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✱ ❛❣❡♥t i ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❛rt ❛t st❡♣ ✶✳

✷✼



✶✳ ❛❣❡♥t i ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ t✱

✷✳ ❛❣❡♥t i ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ t✱ ♦r

✸✳ ❛❣❡♥t i ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t st❡♣ t✳

▲❡t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡♣ ❢♦r R′ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s t′✳ ❉❡✜♥❡ t = min {t, t′}✳ ❇❡❢♦r❡ st❡♣ t✱ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M

❞❡♣❛rts✱ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❢♦r t❤❡ r✉❧❡ ϕ ✉♥❞❡r R ♦r R′✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❢♦r

t❤❡ st❡♣s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣ t✱ s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❤❛s ❞❡♣❛rt❡❞✱ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣

❝②❝❧❡ ❢♦r ❡✐t❤❡r R ♦r R′✳ ❚❤❡s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♠♦r❡ tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❋♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ st❡♣s

❜❡❢♦r❡ st❡♣ t✱ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s ❢♦r R ❛♥❞ R′ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ✳ ❚❤✉s✱

t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡s❡ st❡♣s✳ ❋♦r t❤❡ st❡♣s ❛❢t❡r st❡♣ t✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡

❛❣❡♥t ✐♥ M ❤❛s ❞❡♣❛rt❡❞✱ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✉♥❞❡r R ♦r R′✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

❝r✐t❡r✐♦♥ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✉♥❞❡r

R ❛♥❞ R′ ❜❡❢♦r❡ st❡♣ t✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ tr✉t❤❢✉❧❧② r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞

✐♥ ❛♥② tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s t❤❛t ♦❝❝✉r ❜❡❢♦r❡ st❡♣ t ❢♦r R ❛♥❞ R′✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❡st❛❜❧✐s❤❡s

t❤❛t ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❢♦r❡ st❡♣ t ❜② ❥♦✐♥t❧② ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡✐r

♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ st❡♣ ❜❡❢♦r❡ t✱ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′ ❞✐✛❡r

♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❥♦✐♥t❧② ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ t✱ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ❛r❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❢♦r❡ st❡♣ t ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳ ❙✐♥❝❡ ❡✈❡r② ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②

s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞

❣r❛♣❤s ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳

▲❡♠♠❛ ✸✳ ✭t ❡q✉❛❧✐t②✮ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ r✉❧❡ ϕ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✳ ▲❡t M ⊆ N ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t

ϕi (R
′, ω)Piϕi (R,ω) ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ M ✇❤❡r❡ R′ =

(
RN\M , R′

M

)
❛♥❞ t ❜❡ t❤❡ ✜rst st❡♣ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts✱

❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✉♥❞❡r R ♦r R′✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ t̃ < t✿

✶✳ Nt̃ = N ′
t̃
❛♥❞ Ot̃ = O′

t̃
✱

✷✳ ht̃ = h′
t̃
✱

✷✽



✸✳ pj,t̃ = p′
j,t̃

❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\M ✱

✹✳ ht = h′
t✱ ❛♥❞

✺✳ ✐❢ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t Nt = N ′
t ❛♥❞ Ot = O′

t✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ r✉❧❡ ϕ t❤❛t ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✳ ▲❡t R,R′ ∈ RN ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t R′ =
(
RN\M , R′

M

)
❛♥❞ ϕi (R

′, ω)Piϕi (R,ω) ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ M ✳ ▲❡t t ❜❡ t❤❡ ✜rst st❡♣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M

❞❡♣❛rts✱ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✉♥❞❡r R✳ ❉❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡♣ ✉♥❞❡r

R′ ❛s t′✳ ❚❤❡♥✱ t = min {t, t′}✳ ❙✐♥❝❡ ϕ ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✱ ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳

■❢ t = 1✱ ▲❡♠♠❛ ✸ ✐s ✈❛❝✉♦✉s❧② tr✉❡✳ ◆♦✇✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t > 1✳ ❈♦♥s✐❞❡r t̃ = 1✳ ❇② st❛t❡♠❡♥t ✭✷✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛

✷✱ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ ✶ ✉♥❞❡r R ♦r R′✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts s❤♦✉❧❞ ❜❡

t❤❡ s❛♠❡✱ ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✱ ❜❡❝❛✉s❡ Rj = R′
j ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ N\M ✳ ❙♦✱ N1 = N ′

1 ❛♥❞ O1 = O′
1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡

❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❤♦❧❞s ❤❡r ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❛t st❡♣ ✶✱ h1 = h′
1✳ ❙✐♥❝❡ t̃ < t✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✐s ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ ✶

✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r✉❧❡ ϕ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✱ pj,1 = p′j,1 ✐s

tr✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ N1\M ♣r♦✈✐♥❣ st❛t❡♠❡♥t ✭✸✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸ ❢♦r t̃ = 1✳

◆♦✇✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t st❛t❡♠❡♥ts ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸ ❛r❡ tr✉❡ ❢♦r s♦♠❡ st❡♣ t̃ < t − 1✳ ■ s❤♦✇ t❤❛t

st❛t❡♠❡♥ts ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ ❛♥❞ ✭✸✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸ ❛r❡ tr✉❡ ❢♦r st❡♣ t̃ + 1✳ ❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ Nt̃ = N ′
t̃
✱

Ot̃ = O′
t̃
✱ ht̃ = h′

t̃
✱ ❛♥❞ pj,t̃ = p′

j,t̃
❛r❡ tr✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\M ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s F (Gt̃) ❛♥❞

F
(
G′

t̃

)
❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\M ✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❝❝✉r ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\M

❛t st❡♣ t̃ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❣❡♥ts ♦✇♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ht̃ = h′
t̃
✱ ❛♥❞ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\M ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s

✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′ ✐✳❡✳ pj,t̃ = p′
j,t̃

❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\M ✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t

st❡♣ t̃ < t ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′ ✐✳❡✳ Ci (F (Gt̃)) = Ci

(
F
(
G′

t̃

))
= φ ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ M ✳ ❚❤❡♥✱ ht̃+1 = h′

t̃+1
❜❡❝❛✉s❡

ht̃ = h′
t̃
❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❝❝✉r ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳

❙✐♥❝❡ t̃ + 1 < t✱ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ t̃ + 1 ✉♥❞❡r R ♦r R′✳ ❙♦✱ Nt̃+1 = N ′
t̃+1

❛♥❞ Ot̃+1 = O′
t̃+1

❜❡❝❛✉s❡ ht̃+1 = h′
t̃+1

❛♥❞ Rj = R′
j ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ N\M ✳ ❚❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s Gt̃+1 ❛♥❞ G′

t̃+1
❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡

♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ✇❤♦ ❛r❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ t̃+1 < t ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′ ❜❡❝❛✉s❡ Nt̃+1 = N ′
t̃+1

✱

Ot̃+1 = O′
t̃+1

✱ ht̃+1 = h′
t̃+1

✱ ❛♥❞ Rj = R′
j ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ N\M ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r✉❧❡ ϕ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

✷✾



♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s F
(
Gt̃+1

)
❛♥❞ F

(
G′

t̃+1

)
❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢ t❤❡

✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ❜② ▲❡♠♠❛ ✶ ✐✳❡✳ pj,t̃+1 = p′
j,t̃+1

❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃+1\M ✳

❚♦ ♣r♦✈❡ st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✱ ♥♦t❡ t❤❛t ht−1 = h′
t−1✱ pj,t−1 = p′j,t−1 ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt−1\M ✱ ❛♥❞ ♥♦

❛❣❡♥t ✐♥ M ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t st❡♣ t− 1 ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳ ❙♦✱ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❝❝✉r ❛t st❡♣

t− 1 ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ht = h′
t✳

❋♦r st❛t❡♠❡♥t ✭✺✮ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❇② st❛t❡♠❡♥t ✭✶✮ ♦❢

▲❡♠♠❛ ✷✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡ ✉♥❞❡r R′ ✐✳❡✳ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts

❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R′✳ ❙✐♥❝❡ ht = h′
t ❛♥❞ Rj = R′

j ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ N\M ✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t Nt = N ′
t ❛♥❞ Ot = O′

t

❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② ❛❣❡♥ts ✐♥ N\M ❞❡♣❛rt ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳ �

◆♦t❡ t❤❛t ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ▲❡♠♠❛ ✸ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✉t✐❧✐③❡❞ t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts

t❤❛t ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❜❡❢♦r❡

st❡♣ t ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✱ tr❛❝❦✐♥❣ s✉❝❤ ♦❜❥❡❝ts ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✳

▲❡♠♠❛ ✸ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ❝❛♥♥♦t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❢♦r❡ st❡♣ t✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❢t❡r st❡♣ t✱ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ❝❛♥ ❞❡♣❛rt✱ ❜❡❝♦♠❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡✳ ❆s

s✉❝❤✱ t❤❡ t✇♦ TTC ✲❣r❛♣❤s ♠❛② ♥♦t s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦r t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s ♦❢

t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛s s♦♠❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ♠✐❣❤t ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts

✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ❣r♦✉♣ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❢t❡r st❡♣ t✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥❡①t t❛s❦ ✐s t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ ❛❣❡♥ts t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ st❛t❡

♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❢t❡r st❡♣ t✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣✳ ❈♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❈♦♥s✐st❡♥t P♦✐♥t✐♥❣✿ ❈♦♥s✐❞❡r R,R′ ∈ RN s✉❝❤ t❤❛t R′ =
(
RN\M , R′

M

)
❢♦r s♦♠❡ M ⊆ N ✳ ▲❡t t ❜❡

t❤❡ ✜rst st❡♣ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts✱ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✉♥❞❡r R✳ ▲❡t

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡♣ ✉♥❞❡r R′ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t′✳ ❙✉♣♣♦s❡ t′ < t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r✉❧❡ ϕ ✲ ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧② ✲ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ t̃ ∈ {t′, · · · , t− 1}✿

✶✳
N ′

t̃
⊆ Nt̃

Nt̃\N
′
t̃
⊆ CONNM,t̃−1

❛♥❞
O′

t̃
⊆ Ot̃

Ot̃\O
′
t̃
⊆ hCONNM,t̃−1,t̃

✱

✸✵



✷✳
St̃ ⊆ S′

t̃

S′
t̃
\St̃ ⊆ CONNM,t̃−1

♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱
U ′
t̃
⊆ Ut̃

Ut̃\U
′
t̃
⊆ CONNM,t̃−1

✱

✸✳ pj,t̃ = p′
j,t̃

❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ❛♥❞

✹✳ hj,t̃+1 = h′
j,t̃+1

❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳

■❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ F ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ϕ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ t❤❡ r✉❧❡ ϕ ✐s s❛✐❞ t♦ s❛t✐s❢② ❝♦♥s✐st❡♥t

♣♦✐♥t✐♥❣✳✷✸ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ♠✐❣❤t s❡❡♠ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r

❡❛❝❤ ♦❢ t❤♦s❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❤❡r❡✿ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ st❛t❡♠❡♥t ✭✶✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣✱ N ′
t̃
⊆ Nt̃ ❛♥❞ O′

t̃
⊆ Ot̃✳ ❚❤✐s

s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ s❡ts ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ✉♥❞❡r R′ ❛r❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s❡ts ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❣❡♥ts

❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ✉♥❞❡r R✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t✇♦ TTC ✲❣r❛♣❤s ♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞✱

❛s s✉❝❤✱ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ Nt̃\N
′
t̃
⊆ CONNM,t̃−1

s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛♥② ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤❛s ❞❡♣❛rt❡❞ ✉♥❞❡r R′✱ ❜✉t ♥♦t ✉♥❞❡r R✱ ♠✉st ❜❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮

❛t s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✉♥❞❡r R✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② Ot̃\O
′
t̃
⊆ hCONNM,t̃−1,t̃

st❛t❡s t❤❛t ❛♥② ♦❜❥❡❝t ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞

✉♥❞❡r R′✱ ❜✉t ♥♦t ✉♥❞❡r R✱ ♠✉st ❜❡ ♦✇♥❡❞ ❜② s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t s♦♠❡

❛❣❡♥t ✐♥ M ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′ s❤❛r❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥

Nt̃\CONNM,t̃−1 ❛s ✈❡rt✐❝❡s✳ ■♥ st❛t❡♠❡♥t ✭✷✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣✱ St̃ ⊆ S′
t̃
s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ s♦♠❡

❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ✉♥❞❡r R′ ❜✉t ♥♦t ✉♥❞❡r R ❛♥❞ ❛❧❧ s✉❝❤ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t

s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✉♥❞❡r R ❜❡❝❛✉s❡ S′
t̃
\St̃ ⊆ CONNM,t̃−1✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃−1 ✐s

s❛t✐s✜❡❞ ✉♥❞❡r R ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ s❤❡ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✉♥❞❡r R′✳ ❙t❛t❡♠❡♥t ✭✸✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ s❛②s t❤❛t t❤❡

✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮

♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ s❛②s t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t ❛t st❡♣ t̃+1 ✉♥❞❡r

R ❛♥❞ R′✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♠♣❧② t❤❛t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❝❝✉r ❢♦r t❤❡

❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′ ❢♦r ❛❧❧ t̃ ∈ {t′, · · · , t− 1} ❛s t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ❤♦❧❞ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞

❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ▲❡♠♠❛ ✹✳

▲❡♠♠❛ ✹✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ r✉❧❡ ϕ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✳ ▲❡t R,R′ ∈ RN ✇❤❡r❡ R′ =
(
RN\M , R′

M

)
❛♥❞

M ⊆ N ✳ ■❢✱ ❢♦r s♦♠❡ st❡♣ t̃✱ pj,t̃ = p′
j,t̃

❛♥❞ hj,t̃ = h′
j,t̃

❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃ ❤♦❧❞✱ t❤❡♥ Cj (F (Gt̃)) =

✷✸■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ P♦st✲tr❛❞❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❧❛✐♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❏❛r❛♠✐❧❧♦ ✫
▼❛♥❥✉♥❛t❤ ❬✽❪ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❙❛❜❛♥ ✫ ❙❡t❤✉r❛♠❛♥ ❬✶✼❪✳

✸✶



Cj

(
F
(
G′

t̃

))
❛♥❞ hj,t̃+1 = h′

j,t̃+1
❛r❡ tr✉❡ ✇❤❡r❡ F ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r✉❧❡ ϕ ✇❤✐❧❡

Gt̃ ❛♥❞ G′
t̃
❛r❡ t❤❡ TTC ✲❣r❛♣❤s ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ Cj (F (Gt̃)) 6= φ ❢♦r s♦♠❡

j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ t❤❡♥ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ Cj (F (Gt̃)) ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ r✉❧❡ ϕ t❤❛t ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✳ ▲❡t R,R′ ∈ RN ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t R′ =
(
RN\M , R′

M

)
❛♥❞ M ⊆ N ✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② st❡♣ t̃ s✉❝❤ t❤❛t pj,t̃ = p′

j,t̃
❛♥❞ hj,t̃ = h′

j,t̃
❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃

✐✳❡✳ ❡✈❡r② ❛❣❡♥t ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ❛♥❞ ❤♦❧❞s t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳

❆s t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ❛r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❛❣❡♥ts ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✱ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛r❡

❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ✐✳❡✳ Cj (F (Gt̃)) = Cj

(
F
(
G′

t̃

))
❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳ ❙✐♥❝❡ hj,t̃ = h′

j,t̃
❢♦r

❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❝❝✉r ❢♦r t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts✱ t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t hj,t̃+1 = h′
j,t̃+1

❤♦❧❞s✳

◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃ s✉❝❤ t❤❛t Cj (F (Gt̃)) 6= φ✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ CONNM,t̃✱ ❢♦r

❡❛❝❤ i ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ pi,t̃ ∈ Nt̃\CONNM,t̃ ♠✉st ❜❡ tr✉❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ Cj (F (Gt̃)) ♠✉st

❝♦♥s✐st ❡♥t✐r❡❧② ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ♣♦✐♥ts ❛t ❛♥♦t❤❡r ❛❣❡♥t ✐♥

Nt̃\CONNM,t̃✳ �

▲❡♠♠❛ ✹ s❤♦✇s t❤❛t st❛t❡♠❡♥ts ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❧✐♠✐t t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❥♦✐♥t❧②

♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ ❛❣❡♥ts t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ st❡♣s t̃ = t′, · · · , t− 1 ✭❣✐✈❡♥ t❤❛t t′ < t✮ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

t❤❡ s❛♠❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❝❝✉r ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❥♦✐♥t ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ♠✉st ❜❡ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ✇❡r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r

✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✉♥❞❡r t❤❡ tr✉❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡ R✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✉♥❛❜❧❡

t♦ ♠❛❦❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡♠s❡❧✈❡s ✉♥❞❡r R′ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❜② ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡②

❝❛♥ ♦♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤♦s❡ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✉♥❞❡r

R✳

❘❡♠❛r❦✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛♥② ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧② s❛t✐s✜❡s t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❢♦r

❛❧❧ st❡♣s t̃ < t✳ ❙t❛t❡♠❡♥ts ✭✶✮✱ ✭✸✮✱ ❛♥❞ ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃ ❢♦❧❧♦✇ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳

❙t❛t❡♠❡♥t ✭✷✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Ot̃ = O′
t̃
✱ ht̃ = h′

t̃
✱ ❛♥❞

Rj = R′
j ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ N\M ❛r❡ tr✉❡ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✐s ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣

t̃ < t ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t St̃ = S′
t̃
❛♥❞ Ut̃ = U ′

t̃
❛r❡ tr✉❡✳

✸✷



❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ♣r♦✈❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠

✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■t ♣r♦✈❡s t❤❛t ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧② t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s ✇❡❛❦❧②

❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t ▲❡♠♠❛ ✸ s❤♦✇s t❤❛t ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❥♦✐♥t❧② ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡

♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❢♦r❡ st❡♣ t = min {t, t′}✳ ❙♦✱ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣

❛❣❡♥ts✱ ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥❧② ❢♦r st❡♣s t̃ > t✳ ❚❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿ t ≤ t′ ♦r t′ < t ✐✳❡✳ t = t

♦r t = t′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❤❡♥ t ≤ t′✱ ✐t ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts✱

❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡✱ ✉♥❞❡r R✱ ❜❡❢♦r❡ s❤❡ ❞♦❡s ✉♥❞❡r R′✱ s❤❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❛❞❡

❜❡tt❡r✲♦✛ ❜② ❥♦✐♥t ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜② ❛❣❡♥ts ✐♥ M ✳ ❆s s✉❝❤✱ ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss

❝❛♥♥♦t ❜❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ✇❤❡♥ t ≤ t′✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ t′ < t✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ s✉❣❣❡sts

t❤❛t✱ ❜② ❥♦✐♥t❧② ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ♦♥❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts

✇❤♦ ✇❡r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✉♥❞❡r R s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ❛r❡

✉♥❛❜❧❡ t♦ ❣❡t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥ts t♦ ♣♦✐♥t ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t t❤❡♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠✐sr❡♣♦rt❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s

R′✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t ❛❣❡♥ts ✐♥ M ✉♥❞❡r R ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❞♦ s♦ ✉♥t✐❧

st❡♣ t ❞✉❡ t♦ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱✷✹ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✈✐♦❧❛t❡ ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t′ < t✳✷✺

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❆ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧② s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ s❛t✐s✜❡s ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣②

♣r♦♦❢♥❡ss✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ϕ ❜❡ ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧② t❤❛t s❛t✐s✜❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ ϕ ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡

CAIO ❢❛♠✐❧②✱ ✐t s❛t✐s✜❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈❡❞ ✐♥

❧❡♠♠❛s ✶✱ ✷✱ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✳ ❋♦r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ϕ ❞♦❡s

♥♦t s❛t✐s❢② ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s M ⊆ N ❛♥❞ R,R′ ∈ RN s✉❝❤ t❤❛t α′
iPiαi ❢♦r ❡❛❝❤

i ∈ M ✇❤❡r❡ R′ =
(
RN\M , R′

M

)
✱ α ≡ ϕ (R,ω)✱ ❛♥❞ α′ ≡ ϕ (R′, ω)✳ ▲❡t t ❜❡ t❤❡ ✜rst st❡♣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ s♦♠❡

❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts✱ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✉♥❞❡r R✳ ❉❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

st❡♣ ✉♥❞❡r R′ ❛s t′✳ ❉❡✜♥❡ t = min {t, t′}✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ t✇♦ st❡♣s✿

❙t❡♣ ✶✳ ■t ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❛t t ≤ t′✳

❋♦r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t ≤ t′✳ ❚❤❡♥✱ t = t✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✷✱ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R′

❜❡❝❛✉s❡ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❤❛s t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡✳ ◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✷✹❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ M ❛r❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❢♦r❡ st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳
✷✺❚❤✐s ✐s ✇❤② ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t′ < t ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ✇❤❡♥ t ≤ t′✳
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❝❛s❡s✿

❈❛s❡ ✶✳ ◆♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳

❚❤❡♥✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✱ Nt = N ′
t ❛♥❞ Ot = O′

t ❛r❡ tr✉❡✳ ▲❡t ❛❣❡♥t i ∈ M ❜❡ s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞

♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t αi ∈ τ
(
Ri, Ot

)
✳ ❙✐♥❝❡ α′

i ∈ Ot✱

αiRiα
′
i ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❈❛s❡ ✷✳ ❙♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳

▲❡t ❛❣❡♥t i ∈ M ❜❡ t❤❡ ✜rst ❛❣❡♥t ✐♥M t♦ ❞❡♣❛rt ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✱ Nt−1 = N ′
t−1✱ Ot−1 = O′

t−1✱

❛♥❞ ht = h′
t ❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥✱ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❞❡♣❛rt ❜❡❢♦r❡ ❛❣❡♥t i ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R ♠✉st ❞❡♣❛rt ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r

R′ ❛s ✇❡❧❧✳ ▲❡t Ñ ❛♥❞ Õ ❜❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❛t ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❜❡❢♦r❡ ❛❣❡♥t i ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ♠✉st ❜❡ tr✉❡ t❤❛t αi ∈ τ
(
Ri, Ot−1\Õ

)
✳ ❙✐♥❝❡

α′
i ∈ Ot−1\Õ✱ ❛s Ñ ❛♥❞ Õ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R′ ❛s ✇❡❧❧✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t αiRiα

′
i

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❙t❡♣ ✷✳ ■t ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❛t t′ < t✳

❋♦r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t′ < t✳ ■❢ s♦♠❡ ❛❣❡♥t i ∈ M ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R′ s✉❝❤ t❤❛t t̃ < t✱ t❤❡♥

✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t t̃ > t′ ❜② ▲❡♠♠❛ ✷ ❛♥❞ α′
i ∈ hCONNM,t−1,t−1 ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✶✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡

α′
i ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R′ ❜✉t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜❡❢♦r❡ st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❚♦ ❜❡tt❡r

♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② st❡♣ ẗ ∈ {t′, · · · , t− 1}✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✱ ❛♥② tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ t❤❛t

♦❝❝✉rs ❛t st❡♣ ẗ ✉♥❞❡r R ❝♦♥s✐sts ❡♥t✐r❡❧② ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nẗ\CONNM,ẗ ❛♥❞ ♦❝❝✉rs ❛t st❡♣ ẗ ✉♥❞❡r R′ ❛s ✇❡❧❧✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ t❤❛t ♦❝❝✉rs ❛t st❡♣ ẗ ✉♥❞❡r R′✱ ❜✉t ♥♦t ✉♥❞❡r R✱ ❝♦♥s✐sts ❡♥t✐r❡❧② ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥

CONNM,ẗ ❜❡❝❛✉s❡ ẗ < t ❛♥❞ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❜❡❢♦r❡ st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❙♦✱

α′
i ∈ hCONNM,t̃−1,t̃−1 ❛♥❞ hCONNM,t̃−1,t̃−1 ⊆ hCONNM,t−1,t−1 ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❢♦r❡

st❡♣ t ✉♥❞❡r R s♦ t❤❛t ♦♥❝❡ ❛♥ ❛❣❡♥t st❛rts ♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✱ s❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s

t♦ ❞♦ s♦ ❛t ❧❡❛st ✉♥t✐❧ st❡♣ t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t α′
i ∈ hCONNM,t−1,t−1✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ st❡♣ t✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts✱ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡

❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✿

❈❛s❡ ✶✳ ❙♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts ♦r ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳

▲❡t ❛❣❡♥t i ∈ M ❜❡ t❤❡ ✜rst s✉❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥M ✳ ▲❡t Ñ ❛♥❞ Õ ❜❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❛t
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❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛❣❡♥t i ❞❡♣❛rts ♦r ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❇② ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡

t❤❛t Ñ ⊆ Nt−1\CONNM,t−1 ❛♥❞ Õ ⊆ Ot−1\hCONNM,t−1,t−1 ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ CONNM,t−1 ❝❛♥ ❞❡♣❛rt

❜❡❢♦r❡ s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞ ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣✱ N ′
t−1 ⊆ Nt−1✱ O′

t−1 ⊆ Ot−1✱

hj,t = h′
j,t✱ ❛♥❞ Rj = R′

j ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt−1\CONNM,t−1✳ ❚❤❡♥✱ Ñ ❛♥❞ Õ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t

st❡♣ t ✉♥❞❡r R′ ❛s ✇❡❧❧✳ ❙♦✱ O′
t−1\Õ ⊆ Ot−1\Õ✱ O′

t ⊆ O′
t−1\Õ✱ ❛♥❞ αi ∈ τ

(
Ri, Ot−1\Õ

)
✳ ■❢ ❛❣❡♥t i ❞❡♣❛rt❡❞

❛t s♦♠❡ st❡♣ t̃ < t ✉♥❞❡r R′✱ t❤❡♥ α′
i ∈ hCONNM,t−1,t−1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ hCONNM,t−1,t−1 ⊆ Ot−1\Õ✳

❙✐♥❝❡ αi ∈ τ
(
Ri, Ot−1\Õ

)
✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t αiRiα

′
i✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ❛❣❡♥t i ❞❡♣❛rts ❛t s♦♠❡ st❡♣ t̃ ≥ t

✉♥❞❡r R′✱ t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t α′
i ∈ O′

t−1\Õ✳ ❍❡♥❝❡✱ αiRiα
′
i ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❈❛s❡ ✷✳ ◆♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts ♦r ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳

❚❤❡♥✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ▲❡t ❛❣❡♥t

i ∈ M ❜❡ s✉❝❤ ❛♥ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ αi ∈ τ (Ri, Ot)✳ ■❢ ❛❣❡♥t i ❞❡♣❛rt❡❞ ❛t s♦♠❡ st❡♣ t̃ < t ✉♥❞❡r R′✱ t❤❡♥

α′
i ∈ hCONNM,t−1,t−1 ❛♥❞ hCONNM,t−1,t−1 ⊆ Ot ❜② ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ CONNM,t−1 ❝❛♥ ❞❡♣❛rt

❜❡❢♦r❡ s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞ ✉♥❞❡r R✳ ❙♦✱ αiRiα
′
i ♠✉st ❜❡ tr✉❡✳ ■❢ ❛❣❡♥t i ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ t̃ ≥ t

✉♥❞❡r R′✱ t❤❡♥ α′
i ∈ Ot ❜❡❝❛✉s❡ O′

t ⊆ Ot s✐♥❝❡ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t αiRiα
′
i✳

❙t❡♣s ✶ ❛♥❞ ✷ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r✉❧❡ ϕ s❛t✐s✜❡s ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳ �

■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✐s s✐♠✐❧❛r ✐♥ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❢♦r str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❙❛❜❛♥ ✫ ❙❡t❤✉r❛♠❛♥ ❬✶✼❪✳ ❖♥❡ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡

st❡♣ ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s s❦✐♣♣❡❞ ❢♦r t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣②

♣r♦♦❢♥❡ss✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠❛② ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❡✈❡♥

✐❢ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r✉❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r

✈✐♦❧❛t❡ ♥♦♥✲❜♦ss✐♥❡ss✳

◆❡①t✱ ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ♦❢ t❤❡ TTAS ✱ TC ✱ ❛♥❞ HPO r✉❧❡s ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ r✉❧❡s ❛r❡

♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧② ❬✶✼❪✱ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✱ ✐t ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ r✉❧❡s s❛t✐s❢② ❝♦♥s✐st❡♥t

♣♦✐♥t✐♥❣✳ ❇❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ r✉❧❡s✱ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺ ✇❤✐❝❤

❛ss✐sts ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣✳

▲❡♠♠❛ ✺✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ r✉❧❡ ϕ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✳ ▲❡t R,R′ ∈ RN ✇❤❡r❡ R′ =
(
RN\M , R′

M

)

✸✺



❛♥❞ M ⊆ N ✳ ❚❛❦❡ t ❛s t❤❡ ✜rst st❡♣ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts✱ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛

tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✉♥❞❡r R ❛♥❞ ❧❡t t′ ❜❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡♣ ✉♥❞❡r R′✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t′ < t ❛♥❞✱ ❢♦r s♦♠❡ st❡♣

t̃ ∈ {t′, · · · , t− 1}✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✿

✶✳
N ′

t̃
⊆ Nt̃

Nt̃\N
′
t̃
⊆ CONNM,t̃−1

❛♥❞
O′

t̃
⊆ Ot̃

Ot̃\O
′
t̃
⊆ hCONNM,t̃−1,t̃

✱

✷✳
St̃ ⊆ S′

t̃

S′
t̃
\St̃ ⊆ CONNM,t̃−1

♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱
U ′
t̃
⊆ Ut̃

Ut̃\U
′
t̃
⊆ CONNM,t̃−1

✱

✸✳ pj,t̃ = p′
j,t̃

❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ❛♥❞

✹✳ hj,t̃+1 = h′
j,t̃+1

❤♦❧❞s ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳

❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t̃+ 1 < t✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡ tr✉❡✿

✶✳
N ′

t̃+1
⊆ Nt̃+1

Nt̃+1\N
′
t̃+1

⊆ CONNM,t̃

❛♥❞
O′

t̃+1
⊆ Ot̃+1

Ot̃+1\O
′
t̃+1

⊆ hCONNM,t̃,t̃+1

✱ ❛♥❞

✷✳
St̃+1 ⊆ S′

t̃+1

S′
t̃+1

\St̃+1 ⊆ CONNM,t̃

♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱
U ′
t̃+1

⊆ Ut̃+1

Ut̃+1\U
′
t̃+1

⊆ CONNM,t̃

✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ r✉❧❡ ϕ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✳ ▲❡t R,R′ ∈ RN ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t R′ =
(
RN\M , R′

M

)
❛♥❞ M ⊆ N ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r✉❧❡ ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ CAIO ❢❛♠✐❧②✱ ✐t s❛t✐s✜❡s ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳ ▲❡t t ❜❡

t❤❡ ✜rst st❡♣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts✱ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✉♥❞❡r

R✳ ❉❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡♣ ✉♥❞❡r R′ ❛s t′✳ ▲❡t t′ < t ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ st❡♣ t̃ ∈ {t′, · · · , t− 1}✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t N ′
t̃
⊆ Nt̃✱ O

′
t̃
⊆ Ot̃✱ pj,t̃ = p′

j,t̃
✱ ❛♥❞ hj,t̃ = h′

j,t̃
❛r❡ tr✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳ ❙✐♥❝❡

pj,t̃ = p′
j,t̃

❛♥❞ hj,t̃ = h′
j,t̃

❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ t❤❡♥ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❝❝✉r ❛t st❡♣ t̃ ❢♦r ❛❣❡♥ts

✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ hj,t̃+1 = h′
j,t̃+1

✐s tr✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳

❙✐♥❝❡ Rj = R′
j ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ✐❢ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ t̃+ 1 ✉♥❞❡r R✱ t❤❡♥

s❤❡ ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ t̃+ 1 ✉♥❞❡r R′ ❜❡❝❛✉s❡ O′
t̃
⊆ Ot̃ ❛♥❞ hj,t̃+1 = h′

j,t̃+1
❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃ ❛r❡ tr✉❡✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ N ′
t̃+1

⊆ Nt̃+1 ❛♥❞ O′
t̃+1

⊆ Ot̃+1 ♠✉st ❤♦❧❞✳ ❙✐♥❝❡ t̃+ 1 < t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✐s

✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ t̃ + 1 ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ CONNM,t̃ ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ t̃ + 1 ✉♥❞❡r

✸✻



R ❛s t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ✏♣❡rs✐st❡♥t❧②✑ ♣♦✐♥t ✉♥t✐❧ st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥② ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❞❡♣❛rts ❛t

st❡♣ t̃ + 1 ✉♥❞❡r R′ ❜✉t ♥♦t ✉♥❞❡r R ♠✉st ❜❡❧♦♥❣ ✐♥ CONNM,t̃ ✐✳❡✳ Nt̃+1\N
′
t̃+1

⊆ CONNM,t̃ ♠✉st ❜❡ tr✉❡✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ Ot̃+1\O
′
t̃+1

⊆ hCONNM,t̃,t̃+1 ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥② ♦❜❥❡❝t t❤❛t ❞❡♣❛rts ❛t st❡♣ t̃+ 1 ✉♥❞❡r R′ ❜✉t ♥♦t ✉♥❞❡r

R ♠✉st ❜❡ ❤❡❧❞ ❜② ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ CONNM,t̃ ❛t st❡♣ t̃+ 1✳

▲❡♠♠❛ ✹ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❝❝✉r ❛t st❡♣ t̃ ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ✉♥❞❡r R ❛♥❞

R′✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ CONNM,t̃ ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R ❜❡❝❛✉s❡ t̃ < t✳

❚❤❡♥✱ St̃+1 ⊆ S′
t̃+1

❜❡❝❛✉s❡ hj,t̃+1 = h′
j,t̃+1

❛♥❞ Rj = R′
j ❛r❡ tr✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

S′
t̃+1

\St̃+1 ⊆ CONNM,t̃ ❜❡❝❛✉s❡ s♦♠❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ CONNM,t̃ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t st❡♣ t̃

✉♥❞❡r R′ ❜✉t ♥♦t ✉♥❞❡r R ❛s t̃ < t✳ �

❋✐rst✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ TTAS r✉❧❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✐t ✐s s✐♠♣❧❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦♦❢s ❢♦r t❤❡ TC ❛♥❞ HPO r✉❧❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡ TTAS r✉❧❡ s❛t✐s✜❡s ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r R,R′ ∈ RN s✉❝❤ t❤❛t R′ =
(
RN\M , R′

M

)
❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② M ⊆ N ✳ ▲❡t t ❜❡ t❤❡ ✜rst st❡♣

❢♦r ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts✱ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✉♥❞❡r R✳ ❉❡♥♦t❡

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡♣ ✉♥❞❡r R′ ❛s t′✳ ❉❡✜♥❡ t = min {t, t′}✳ ❙✉♣♣♦s❡ t′ < t✳ ■t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡

TTAS r✉❧❡ s❛t✐s✜❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② t̃ ∈ {t′, · · · , t− 1} ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ st❡♣s

ẗ < t̃✳ ❚❤❡♥✱ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r st❡♣ t̃ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛r❡ tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ st❡♣s ❜❡❢♦r❡ t ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❡♠❛r❦✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛r❡ tr✉❡ ❢♦r st❡♣ t̃− 1 ❛♥❞ t̃ < t✱ t❤❡♥ st❛t❡♠❡♥ts ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ♦❢

❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛r❡ tr✉❡ ❛t st❡♣ t̃ ❜② ▲❡♠♠❛ ✺✳ ◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳ ■t ♥❡❡❞s t♦

❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t pj,t̃ = p′
j,t̃

❛♥❞ hj,t̃+1 = h′
j,t̃+1

✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ a ∈ τ (Rj , Ot̃) ❛♥❞ b ∈ τ
(
Rj , O

′
t̃

)
✱ ✐t

♠✉st ❜❡ t❤❛t aRjb ❜❡❝❛✉s❡ O′
t̃
⊆ Ot̃ ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✶✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃✳ ■❢ aPjb ✐s tr✉❡✱ t❤❡♥ ♥♦

♦❜❥❡❝t ✐♥ τ (Rj , Ot̃) ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ O′
t̃
✐✳❡✳ τ (Rj , Ot̃) ⊆ hCONNM,t̃−1,t̃

❜❡❝❛✉s❡ Ot̃\O
′
t̃
⊆ hCONNM,t̃−1,t̃

✐s tr✉❡

❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✶✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃✳ ❇✉t t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❣❡♥t j ♣♦✐♥ts ❛t

❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤♦❧❞s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ τ (Rj , Ot̃) ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❣❡♥t j ∈ CONNM,t̃ s✐♥❝❡

τ (Rj , Ot̃) ⊆ hCONNM,t̃−1,t̃
✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t aIjb ❢♦r ❡❛❝❤ a ∈ τ (Rj , Ot̃) ❛♥❞ b ∈ τ

(
Rj , O

′
t̃

)
✳

✸✼



❚❤❡♥✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t τ
(
Rj , O

′
t̃

)
⊆ τ (Rj , Ot̃) ❜❡❝❛✉s❡ O′

t̃
⊆ Ot̃✳ ❙✐♥❝❡ ❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ✐t ♠✉st ❜❡

t❤❛t ❛❣❡♥t j ∈ Nẗ\CONNM,ẗ ❢♦r ❡❛❝❤ st❡♣ ẗ < t̃ ❜② ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❝❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ♣♦✐♥ts ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r

✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✉♥❞❡r R✱ s❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❞♦ s♦ ❛t ❧❡❛st ✉♥t✐❧ st❡♣ t ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M

♠❛② ❜❡❝♦♠❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ❜② st❛t❡♠❡♥ts ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❢♦r st❡♣ ẗ < t̃✱ pj,ẗ = p′
j,ẗ

❛♥❞

hj,ẗ = h′
j,ẗ

♠✉st ❜❡ tr✉❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✱ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❝❝✉r ❢♦r ❛❣❡♥t j ❢♦r ❛❧❧ st❡♣s

ẗ < t̃ ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❝❝✉rr❡❞ ❢♦r ❛❣❡♥t j ❢♦r ❛❧❧ st❡♣s ẗ < t̃✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥

τ
(
Rj , O

′
t̃

)
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❤❡r t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳

▲❡t a ∈ τ
(
Rj , O

′
t̃

)
❜❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❧❡❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t♦ ❛❣❡♥t j ✉♥❞❡r R′✳✷✻ ❚❤❡♥✱ ❛❣❡♥t

j ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ♦✇♥s ♦❜❥❡❝t a ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R′✳ ❯♥❞❡r R✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❛❣❡♥t j ♣♦✐♥ts

❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤♦❧❞s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ Ot̃\O
′
t̃
❜❡❝❛✉s❡ Ot̃\O

′
t̃
⊆ hCONNM,t̃−1,t̃

❛♥❞ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

❛❣❡♥t j ♣♦✐♥ts ❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤♦❧❞s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ τ
(
Rj , O

′
t̃

)
❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤✐s

❛❣❡♥t ♠✉st ❤♦❧❞ ♦❜❥❡❝t a ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♦❜❥❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❧❡❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t♦ ❛❣❡♥t j ✉♥❞❡r

R✳ ▲❡t pj,t̃ = i ❛♥❞ p′
j,t̃

= i′✳ ❙✐♥❝❡ ❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t ❛❣❡♥t i ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳ ❚❤❡♥✱

❜② ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ❛❣❡♥t i ∈ Nt̃−1\CONNM,t̃−1 ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❝❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ♣♦✐♥ts ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t ❛♥ ❛❣❡♥t

✐♥ M ✉♥❞❡r R✱ s❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❞♦ s♦ ❛t ❧❡❛st ✉♥t✐❧ st❡♣ t✳ ❚❤❡♥✱ ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t

st❡♣ t̃− 1✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t hi,t̃ = h′
i,t̃

= a✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t i = i′ ✐✳❡✳ pj,t̃ = p′
j,t̃

✐s tr✉❡✳

❙✐♥❝❡ pj,t̃ = p′
j,t̃

❛♥❞ hj,t̃ = h′
j,t̃

❛r❡ tr✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ t❤❡♥ hj,t̃+1 = h′
j,t̃+1

❤♦❧❞s ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ TTAS r✉❧❡ s❛t✐s✜❡s t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❞✱ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✱ ✐t s❛t✐s✜❡s ✇❡❛❦

❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳ �

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♦❝❝✉r ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ ♥♦t

♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✉♥❞❡r R✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s✱ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦

t❤✐s ❛❣❡♥t t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳ ❙✐♥❝❡ FTTAS ✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ TTAS r✉❧❡✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛♥ ❛❣❡♥t

✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t t❤❡ TTAS r✉❧❡ s❛t✐s✜❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ✇❡❛❦

❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ TC r✉❧❡ ✐s ✇❡❛❦❧② ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢ ❜② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❛t ✐t s❛t✐s✜❡s ❝♦♥s✐st❡♥t

♣♦✐♥t✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢♦r t❤❡ TC r✉❧❡✳
✷✻■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❝❤ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ t✐❡s ❛r❡ ❜r♦❦❡♥ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r ♦❜❥❡❝ts✳

✸✽



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡ TC r✉❧❡ s❛t✐s✜❡s ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r R,R′ ∈ RN s✉❝❤ t❤❛t R′ =
(
RN\M , R′

M

)
❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② M ⊆ N ✳ ▲❡t t ❜❡ t❤❡ ✜rst st❡♣

❢♦r ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts✱ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✉♥❞❡r R✳ ❉❡♥♦t❡

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡♣ ✉♥❞❡r R′ ❛s t′✳ ❉❡✜♥❡ t = min {t, t′}✳ ❙✉♣♣♦s❡ t′ < t✳ ■t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡

TC r✉❧❡ s❛t✐s✜❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② t̃ ∈ {t′, · · · , t− 1} ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ st❡♣s

ẗ < t̃✳ ❚❤❡♥✱ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r st❡♣ t̃ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛r❡ tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ st❡♣s ❜❡❢♦r❡ t ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❡♠❛r❦✳

❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ t̃ − 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

st❛t❡♠❡♥ts ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛r❡ tr✉❡ ❛t st❡♣ t̃ ❜② ▲❡♠♠❛ ✺✳ ❙♦✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t

❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ pj,t̃ = p′
j,t̃

❛♥❞ hj,t̃+1 = h′
j,t̃+1

❛r❡ tr✉❡✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t pj,t̃ = p′
j,t̃

❤♦❧❞s ❢♦r

❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ t❤❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ TC r✉❧❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❧♦✇✿

❈❛s❡ ✶✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ✇❤♦ ❛r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ TC ✲♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R✳

❋♦r ❛♥② ❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ❧❡t pj,t̃ = i✳ ❙✐♥❝❡ ❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ✐t ♠✉st ❜❡ tr✉❡ t❤❛t ❛❣❡♥t

i ∈ Nt̃\CONNM,t̃ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❣❡♥t i ∈ Nt̃−1\CONNM,t̃−1 ♦t❤❡r✇✐s❡ i ∈ CONNM,t̃−1 ❛♥❞✱ ❜② TC ✲

♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t ❛❣❡♥t i ∈ CONNM,t̃ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❝❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ♣♦✐♥ts ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t ❛♥

❛❣❡♥t ✐♥ M ✱ s❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❞♦ s♦ ❛t ❧❡❛st ✉♥t✐❧ st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t hi,t̃ = h′
i,t̃

❛r❡ tr✉❡

❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃ − 1✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t

st❡♣ t̃ − 2✱ hi,t̃−1 = h′
i,t̃−1

✐s tr✉❡✳ ❚❤❡♥✱ hi,t̃ = hi,t̃−1 ✐s tr✉❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ h′
i,t̃

= h′
i,t̃−1

✐s tr✉❡✳ ❙♦✱ ❛❣❡♥t j

♣♦✐♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ TC ✲♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ s❤❡ ♣♦✐♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ TC ✲♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❛t st❡♣ t̃

✉♥❞❡r R′✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ pj,t̃ = p′
j,t̃

✐s tr✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ pj,t̃−1 = p′
j,t̃−1

❛s j ∈ Nt̃−1\CONNM,t̃−1✱ ❛♥❞ TC ✲♣❡rs✐st❡♥❝❡

✐♠♣❧✐❡s pj,t̃ = pj,t̃−1 ❛♥❞ p′
j,t̃

= p′
j,t̃−1

✳

❆❢t❡r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❛s❡✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ❛r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥

TC ✲♣❡rs✐st❡♥❝❡✳

❈❛s❡ ✷✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝t ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮

❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃ ✇❤♦ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝t ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮

✸✾



❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R✳ ❇② st❛t❡♠❡♥t ✭✶✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃✱ O′
t̃
⊆ Ot̃ ✐s tr✉❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡

❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t pj,t̃ ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳ ❚❤❡♥✱ pj,t̃ ∈ Nt̃−1\CONNM,t̃−1 ♦t❤❡r✇✐s❡

pj,t̃ ∈ CONNM,t̃−1 ❛♥❞✱ ❜② TC ✲♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ pj,t̃ ∈ CONNM,t̃ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

pj,t̃ = p′
j,t̃

= i ❜❡❝❛✉s❡ hi,t̃ = h′
i,t̃

❤♦❧❞s ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃− 1✳

❈❛s❡ ✸✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ✭❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s✮

❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡✱ ■ ✉s❡ j
R
−→
t̃

i t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❛t ❛❣❡♥t j ♣♦✐♥ts ❛t ❛❣❡♥t i✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ FTC ✱ ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ r❡❧✐❡s ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢♦r t❤❡ TC r✉❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t pj,t̃ = p′
j,t̃

✐s tr✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳

✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃ s✉❝❤ t❤❛t j
R
−→
t̃

j0 ∈ Ut̃ ✐✳❡✳ ❛❣❡♥t j ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t

j0 ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R✳ ❚❤✐s ❛❣❡♥t ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼ ✭❛✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞✳

❙✐♥❝❡ ❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ❛❣❡♥t j0 ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ❛♥❞ Ut̃\U
′
t̃
⊆ CONNM,t̃−1 ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✷✮

♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃✱ t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t ❛❣❡♥t j0 ∈ U ′
t̃
✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t j

R′

−→
t̃

j′0 6= j0✳

❚❤❡♥✱ j′0 ∈ U ′
t̃
❛♥❞ j′0 ≺ j0 ❜❡❝❛✉s❡ j0 ∈ U ′

t̃
✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼ ✭❜✮ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤

t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t j0 ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r R′✱ ❛❣❡♥t j ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t j′0 s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t

j′0 ≺ j0✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✷✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣✱ U ′
t̃
⊆ Ut̃ ✐✳❡✳ ❛❣❡♥t j

′
0 ∈ Ut̃ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts

j
R
−→
t̃

j0 ❜❡❝❛✉s❡ j′0 ≺ j0✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼ ✭❝✮✱ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t j′0 ✉♥❞❡r R ❣✐✈❡s ❛

❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❣❡♥t j′0 ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❤❛♥ ❛❣❡♥t j0✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❯♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts
♦✇♥❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ r❡❞✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❛r❝ s❤♦✇s
t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ♣♦✐♥t✐♥❣✳
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✷✳ ◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃ s✉❝❤ t❤❛t j
R
−→
t̃

j1
R
−→
t̃

j0 ∈ Ut̃ ✇✐t❤ j1 ∈ St̃✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ✭❛✮✳ ❇② t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t j1
R′

−→
t̃

j0✳ ❙✐♥❝❡ ❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃

✭s♦ t❤❛t j0, j1 ∈ Nt̃\CONNM,t̃✮ ❛♥❞✱ ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✷✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃✱ St̃ ⊆ S′
t̃
❛♥❞

Ut̃\U
′
t̃
⊆ CONNM,t̃−1 ❛r❡ tr✉❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t j0 ∈ U ′

t̃
❛♥❞ j1 ∈ S′

t̃
❛r❡ tr✉❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✽ ✭❜✮ ✇❤❡r❡ ❛❣❡♥ts j0 ❛♥❞ j1 ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ❣r❡❡♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t j
R′

−→
t̃

j′1 6= j1✳ ■❢ ❛❣❡♥t j′1 ∈ U ′
t̃
✱ t❤❡♥ j′1 ∈ Ut̃ ❛♥❞ hj′

1
,t̃ = h′

j′
1
,t̃
✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts

j
R
−→
t̃

j1 ∈ St̃✳ ❙♦✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t j
R′

−→
t̃

j′1
R′

−→
t̃

j′0 ∈ U ′
t̃
✇✐t❤ j′1 ∈ S′

t̃
✇❤❡r❡ ❡✐t❤❡r j′1 ≺ j1 ❛♥❞ j0 = j′0✱ ♦r

j′0 ≺ j0✳ ❚❤❡s❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ✭❜✮✳ ❙✐♥❝❡ U ′
t̃
⊆ Ut̃✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t ❛❣❡♥t j′0 ∈ Ut̃✳

◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✿

✭❛✮ hj′
1
,t̃ = h′

j′
1
,t̃
✳

❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❛t j′1 ∈ Ut̃ ❛s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t j
R
−→
t̃

j1 ∈ St̃✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

j′1 ∈ St̃ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t j′1 /∈ M ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❢♦r❡ st❡♣ t ✉♥❞❡r

R✳ ❙♦✱ Rj′
1
= R′

j′
1

✐✳❡✳ ❛❣❡♥t j′1 ✐s ♥♦t ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ ❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✉♥❞❡r R′✳ ❙✐♥❝❡ j′0 ∈ Ut̃✱ ✐t

♠✉st ❜❡ t❤❛t j′1
R
−→
t̃

pj′
1
,t̃ � j′0 ❛♥❞ pj′

1
,t̃ ∈ Ut̃✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts j

R
−→
t̃

j1 ❜❡❝❛✉s❡ ❡✐t❤❡r j′1 ≺ j1

❛♥❞ j0 = pj′
1
,t̃✱ ♦r pj′

1
,t̃ � j′0 ≺ j0✳ ❇♦t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ ✭❝✮✳ ❚❤❡

✜rst ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ pj′
1
,t̃ = j0 ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ j′1 ≺ j1✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ pj′
1
,t̃ 6= j0 ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ pj′

1
,t̃ � j′0 ≺ j0✳

✭❜✮ hj′
1
,t̃ 6= h′

j′
1
,t̃
✳

▲❡t h′
j′
1
,t̃

= a✳ ❙✐♥❝❡ hj′
1
,t̃ 6= a ❛♥❞ O′

t̃
⊆ Ot̃✱ t❤❡r❡ ✐s ĵ ∈ Nt̃ s✉❝❤ t❤❛t hĵ,t̃ = a 6= h′

ĵ,t̃
✳ ❙♦✱

❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃ − 1✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t ĵ ∈ CONNM,t̃−1 ❜❡❝❛✉s❡

hĵ,t̃ 6= h′
ĵ,t̃
✳ ◆♦t❡ t❤❛t ĵ ∈ Ut̃ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts j

R
−→
t̃

j1 ∈ St̃ ❜❡❝❛✉s❡ hĵ,t̃ = a ❛♥❞ a ∈ τ (Rj , Ot̃)✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❣❡♥t ĵ ∈ St̃ ✐✳❡✳ ĵ /∈ M ❜❡❝❛✉s❡ t̃ < t ❛♥❞ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❢♦r❡ st❡♣ t ✉♥❞❡r

R✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Rĵ = R′
ĵ
✐✳❡✳ ❛❣❡♥t ĵ ✐s ♥♦t ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ ❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✉♥❞❡r R′✳

▲❡t t̂ ❜❡ t❤❡ ✜rst st❡♣ s✉❝❤ t❤❛t ❛❣❡♥t ĵ ∈ CONNM,t̂✳ ❚❤❡♥✱ ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣

❛t st❡♣ t̂− 1✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t hĵ,t̂ = h′
ĵ,t̂

= a ❛♥❞ ĵ ∈ St̂ ❛r❡ tr✉❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛❣❡♥t ĵ ❞♦❡s ♥♦t

❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t ❛♥② st❡♣ ẗ ∈
{
t̂, · · · , t− 1

}
✉♥❞❡r R ❛s ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❜❡❝♦♠❡s

♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❜❡❢♦r❡ st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳

✹✶



❙✐♥❝❡ h′
j′
1
,t̃
= a✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ st❡♣ ẗ ∈

{
t̂, · · · , t̃− 1

}
s✉❝❤ t❤❛t ❛❣❡♥t j′1 ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✉♥❞❡r

R′ ❛♥❞ j′1
R′

−→
ẗ

j̃ s✉❝❤ t❤❛t h′
j̃,ẗ

= a✳✷✼ ◆♦t❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r ❛❣❡♥t j̃ = ĵ ♦r ❛❣❡♥t j̃ 6= ĵ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦❜❥❡❝t

a ✐♥ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❢♦r s♦♠❡ st❡♣ ❜❡❢♦r❡ st❡♣ ẗ✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ ❛❣❡♥t j̃ ∈ S′
ẗ
❜❡❝❛✉s❡ ĵ ∈ S′

t̂
❛♥❞

❛❣❡♥ts ❜❡❝♦♠❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t j′1
R′

−→
ẗ

j̃ ∈ S′
ẗ

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛s✿ ✭✶✮ j′0 ∈ U ′
ẗ
s✐♥❝❡ j′0 ∈ U ′

t̃
❛♥❞ ẗ < t̃✱ ❛♥❞ ✭✷✮ hj′

0
,ẗ ∈ τ

(
R′

j′
1

, Oẗ

)
❜❡❝❛✉s❡

aI ′j′
1

hj′
0
,t̃ ❛♥❞ hj′

0
,ẗ = hj′

0
,t̃✳

✭❛✮

✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❯♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤❛s ❛❧❧ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ♦✇♥❡❞ ❜②
s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❤❛s ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ♦✇♥❡❞ ❜② ❛♥
✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ r❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❛r❝s s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ♣♦✐♥t✐♥❣✳

✸✳ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ❍②♣♦t❤❡s✐s✿ ❋♦r ❛♥② j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ✐❢ j
R
−→
t̃

jk−1

R
−→
t̃

· · ·
R
−→
t̃

j1
R
−→
t̃

j0 ∈ Ut̃ ✇✐t❤

{j1, · · · , jk−1} ⊆ St̃✱ t❤❡♥ j
R′

−→
t̃

jk−1

R′

−→
t̃

· · ·
R′

−→
t̃

j1
R′

−→
t̃

j0 ∈ U ′
t̃
✳

✷✼❆❣❡♥t j′
1
❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞ ❛❢t❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝t a ✉♥❞❡r R′✳ ❙✐♥❝❡ s❤❡ ♣♦✐♥ts ❛t ❛❣❡♥t j′

0
❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R′✱ aI′

j′
1

hj′
0
,t̃ ♠✉st

❜❡ tr✉❡✳

✹✷



❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ✐❢ j
R
−→
t̃

jk
R
−→
t̃

· · ·
R
−→
t̃

j1
R
−→
t̃

j0 ∈ Ut̃ ✇✐t❤ {j1, · · · , jk} ⊆ St̃✱ t❤❡♥ j
R′

−→
t̃

jk
R′

−→
t̃

· · ·
R′

−→
t̃

j1
R′

−→
t̃

j0 ∈ U ′
t̃
✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❡♥t

j ∈ Nt̃\CONNM,t̃ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t j
R
−→
t̃

jk
R
−→
t̃

· · ·
R
−→
t̃

j1
R
−→
t̃

j0 ∈ Ut̃ ✇✐t❤ {j1, · · · , jk} ⊆ St̃ ❛s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾ ✭❛✮✳ ❙✐♥❝❡ ❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t ❛❣❡♥t jk ∈ Nt̃\CONNM,t̃ ✐s tr✉❡✳

❚❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ jk
R′

−→
t̃

· · ·
R′

−→
t̃

j1
R′

−→
t̃

j0 ∈ Ut̃ ✐s tr✉❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✷✮ ♦❢

❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃✱ St̃ ⊆ S′
t̃
✐✳❡✳ {j1, · · · , jk} ⊆ S′

t̃
✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t j

R′

−→
t̃

j′k 6= jk ❛♥❞

❧❡t j
R′

−→
t̃

j′k
R′

−→
t̃

· · ·
R′

−→
t̃

j′1
R′

−→
t̃

j′0 ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾ ✭❜✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❣❡♥ts ✐♥ {j′0, · · · , j
′
k}

❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❛s t❤❡✐r ✇❡❧❢❛r❡ st❛t✉s ✭s❛t✐s✜❡❞ ♦r ✉♥s❛t✐s✜❡❞✮ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ◆♦✇✱

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✿

✭❛✮

✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❯♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ✐s k s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✉♥s❛t✐s✜❡❞
❛❣❡♥t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ r❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✭❛✮ hi,t̃ = h′
i,t̃

❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ {j′1, · · · , j
′
k}✿

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t j′k ∈ Ut̃✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts j
R
−→
t̃

jk ∈ St̃ ❜❡❝❛✉s❡ j′k ∈ Ut̃ ❛♥❞ hj′
k
,t̃ = h′

j′
k
,t̃
✐s

✹✸



tr✉❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t j′k ∈ St̃✳

◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② j′
k̈
s✉❝❤ t❤❛t i ∈ St̃ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈

{
j′
k̈+1

, · · · , j′k

}
❛♥❞ k̈ ∈ {1, · · · , k − 1}✳

◆♦t❡ t❤❛t j′
k̈
∈ Ut̃ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts j

R
−→
t̃

jk
R
−→
t̃

· · ·
R
−→
t̃

j1
R
−→
t̃

j0 ∈ Ut̃ ✇✐t❤ {j1, · · · , jk} ⊆ St̃ ❜❡❝❛✉s❡

i ∈ St̃ ❛♥❞ hi,t̃ = h′
i,t̃

❛r❡ tr✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈
{
j′
k̈+1

, · · · , j′k

}
✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥

{
j′
k̈+1

, · · · , j′k

}
✐s ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ ❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✉♥❞❡r R′ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❢♦r❡

st❡♣ t ✉♥❞❡r R ❛♥❞ t̃ < t✳ ❚❤❡♥✱ ❛❣❡♥t j′
k̈+1

❡✐t❤❡r ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t j′
k̈
♦r ❛ ❤✐❣❤❡r

♣r✐♦r✐t② ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢♦r ❛❣❡♥t j ❛t st❡♣

t̃ ✉♥❞❡r R t❤r♦✉❣❤ ✭❛t ♠♦st✮ k − k̈ s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✐❢ j
R
−→
t̃

j′
k̈
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ k s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts

✇❤❡♥ j
R
−→
t̃

jk✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾ ✭❝✮ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ❛❣❡♥t j ❝♦✉❧❞ r❡❛❝❤ ❛ ❝❧♦s❡r

✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❜② ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t ❛❣❡♥t j′k✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ tr✉❡ t❤❛t j′
k̈
∈ St̃✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♥

❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t {j′1, · · · , j
′
k} ⊆ St̃ ❤♦❧❞s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✷✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣

❛t st❡♣ t̃✱ St̃ ⊆ S′
t̃
❤♦❧❞s ✐✳❡✳ {j′1, · · · , j

′
k} ⊆ S′

t̃
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t j′0 ∈ U ′

t̃
⊆ Ut̃ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛❣❡♥t j

✇♦✉❧❞ ♣♦✐♥t ❛t ❛❣❡♥t jk ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R′ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❣❡♥t j′k✳

❙✐♥❝❡ j
R′

−→
t̃

j′k 6= jk✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r j′0 ≺ j0✱ ♦r j′0 = j0 ✇✐t❤ j′
k̈
≺ jk̈ ❢♦r s♦♠❡

k̈ ∈ {1, · · · , k − 1} ❛♥❞ jl = j′l ❢♦r ❡❛❝❤ l < k̈✳ ❚❤❡s❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✭❛✮✳ ❚❤❡

✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ ❛❣❡♥t j′k t♦ t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t✱ s❛② ❛❣❡♥t j′′0 ✱ ✉♥❞❡r R s❤♦✉❧❞

❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st k− 1 s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ♦t❤❡r✇✐s❡ j
R
−→
t̃

jk ✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t❡❞✱ ❛♥❞ ✐t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ♠♦r❡

t❤❛♥ k − 1 s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❜❡❝❛✉s❡ hi,t̃ = h′
i,t̃

❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ {j′1, · · · , j
′
k} ❛♥❞ hj′

0
,t̃ = h′

j′
0
,t̃
❛s ❛❣❡♥t

j′0 ∈ U ′
t̃
✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡t j′k

R
−→
t̃

j′′k−1

R
−→
t̃

· · ·
R
−→
t̃

j′′1
R
−→
t̃

j′′0 ✇❤❡r❡
{
j′′1 , · · · , j

′′
k−1

}
⊆ St̃ ❛♥❞ j′′0 ∈ Ut̃✳

❇② t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡ TC r✉❧❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉st ❜❡ tr✉❡✿ ✭✶✮

j′l = j′′l ❢♦r ❡❛❝❤ l ∈ {0, 1, · · · , k − 1}✱ ✭✷✮ j′′0 = j′0 ✇✐t❤ j′′
k̈
≺ j′

k̈
❢♦r s♦♠❡ k̈ ∈ {1, · · · , k − 1} ❛♥❞

jl = j′l ❢♦r ❡❛❝❤ l < k̈✱ ♦r ✭✸✮ j′′0 ≺ j′0✳ ❚❤❡ ✜rst ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✭❜✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s

t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ FTC ✱ ❛❣❡♥t j✬s ✉♥✐q✉❡

♣♦✐♥t❡❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s j′k ✐♥st❡❛❞ ♦❢ jk ✉♥❞❡r R s✐♥❝❡ j′k ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❤❡r ✉♥✐q✉❡

♣♦✐♥t❡❡ ✉♥❞❡r R′ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✭❛✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✭❝✮✳

❚❤❡ ❝❤❛✐♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❣❡♥t j′k ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✭❝✮ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵

✭❛✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s j′′
k̈
≺ j′

k̈
❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞

❛❣❡♥t j′0 ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❣❡♥t j ♣♦✐♥t❡❞ ❛t j′k ✉♥❞❡r R′✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

✹✹



❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✭❛✮✱ s❤❡ s❤♦✉❧❞ ♣♦✐♥t ❛t j′k ✉♥❞❡r R ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡✱ s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✭❞✮✱ ❛❧❧♦✇s ❛❣❡♥t j t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✇❤✐❧❡ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t ❛❣❡♥t j ♣♦✐♥ts ❛t ❛❣❡♥t j′k ✉♥❞❡r R ✇❤✐❝❤

❝♦♥tr❛❞✐❝ts j
R
−→
t̃

jk✳

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❯♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ✐s k s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✉♥s❛t✲
✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ r❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
❞❛s❤❡❞ ❛rr♦✇s s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ♣♦✐♥t✐♥❣✳

✭❜✮ hi,t̃ 6= h′
i,t̃

❢♦r s♦♠❡ i ∈ {j′1, · · · , j
′
k}✳

▲❡t k̈ ∈ {1, · · · , k} ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t hj′
k̈
,t̃ 6= h′

j′
k̈
,t̃

= a ❛♥❞ hi,t̃ = h′
i,t̃

❢♦r ❡❛❝❤ i ∈
{
k̈ + 1, · · · , k

}
✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢r♦♠ ✸ ✭❛✮✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t
{
j′
k̈+1

, · · · , j′k

}
⊆ St̃ ⊆ S′

t̃
✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t

❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❛t j′
k̈
∈ U ′

t̃
❜❡❝❛✉s❡ U ′

t̃
⊆ Ut̃ ❛♥❞ hj′

k̈
,t̃ 6= h′

j′
k̈
,t̃
❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞✳ ❙♦✱ ❛❣❡♥t j′

k̈
∈ S′

t̃
✳

✹✺



❙✐♥❝❡ O′
t̃
⊆ Ot̃✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❣❡♥t ĵ ∈ Nt̃ s✉❝❤ t❤❛t hĵ,t̃ = a ❛♥❞ hĵ,t̃ 6= h′

ĵ,t̃
❤♦❧❞s ❜❡❝❛✉s❡ h′

j′
k̈
,t̃
= a✳

■t ♠✉st ❜❡ t❤❛t ĵ
R
−→
t̃

ĵm
R
−→
t̃

· · ·
R
−→
t̃

ĵ1
R
−→
t̃

ĵ0 ∈ Ut̃✱
{
ĵ, ĵ1, · · · , ĵm

}
⊆ St̃✱ ❛♥❞ m ≥ k̈ − 1 ♦t❤❡r✇✐s❡

j
R
−→
t̃

jk
R
−→
t̃

· · ·
R
−→
t̃

j1
R
−→
t̃

j0 ∈ Ut̃ ✇✐t❤ {j1, · · · , jk} ⊆ St̃ ✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts

❢r♦♠ ✸ ✭❛✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✶ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ✐❢ ❛❣❡♥t j ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ s❛t✐s✜❡❞

❛❣❡♥t j′k✱ s❤❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ĵ0 t❤r♦✉❣❤ k − k̈ + m + 1 s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts✳ ❚❤✐s

✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t j
R
−→
t̃

jk
R
−→
t̃

· · ·
R
−→
t̃

j1
R
−→
t̃

j0 ∈ Ut̃ ✇✐t❤ {j1, · · · , jk} ⊆ St̃ ✐❢ k − k̈ + m + 1 < k

❜❡❝❛✉s❡✱ ❜② ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t ❛❣❡♥t jk✱ ❛❣❡♥t j r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t j0 t❤r♦✉❣❤ k s❛t✐s✜❡❞

❛❣❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t k − k̈ +m+ 1 ≥ k ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t m ≥ k̈ − 1✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❯♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ✐s k s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✉♥s❛t✲
✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ r❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❇② st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃ − 1✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t ĵ ∈ CONNM,t̃−1 s✐♥❝❡

hĵ,t̃ 6= h′
ĵ,t̃
✳ ▲❡t t̂ ❜❡ t❤❡ ✜rst st❡♣ s✉❝❤ t❤❛t ĵ ∈ CONNM,t̂✳ ❚❤❡♥✱ ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t

♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̂ − 1✱ ✐t ♠✉st t❤❛t hĵ,t̂ = h′
ĵ,t̂

= a ❛♥❞ ĵ
R
−→
t̂

ĵm
R
−→
t̂

· · ·
R
−→
t̂

ĵ1
R
−→
t̂

ĵ0 ∈ Ut̃ ✇✐t❤
{
ĵ, ĵ1, · · · , ĵm

}
⊆ St̂✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥

{
ĵ, ĵ1, · · · , ĵm

}
❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣

❝②❝❧❡ ❢♦r ❛♥② st❡♣ ẗ ∈
{
t̂, · · · , t− 1

}
❛s ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❜❡❢♦r❡ st❡♣

t ✉♥❞❡r R✳

■t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r ĵ
R
−→
t̂

ĵm
R
−→
t̂

· · ·
R
−→
t̂

ĵ1 ✇✐t❤
{
ĵ, ĵ1, · · · , ĵm

}
⊆ St̂✱ t❤❡♥ ✐t ♠✉st

✹✻



❜❡ t❤❛t ĵ
R′

−→
t̂

ǰm
R′

−→
t̂

· · ·
R′

−→
t̂

ǰ1 ✇✐t❤
{
ĵ, ǰ1, · · · , ǰm

}
⊆ S′

t̂
✐s tr✉❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ĵ /∈ M ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱

✐❢ ❛♥ ❛❣❡♥t✱ ✇❤♦ ✐s ♥♦t ♠✐sr❡♣♦rt✐♥❣ ❤❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✉♥❞❡r R✱ ✐s ❛t ❧❡❛st m s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛②

❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✉♥❞❡r R✱ t❤❡♥ s❤❡ ✐s ❛t ❧❡❛st m s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst

✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✉♥❞❡r R′✳

▲❡t m = 1 ✐✳❡✳ ĵ
R
−→
t̂

ĵ1 ∈ St̂ ❛♥❞✱ ❢♦r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ĵ
R′

−→
t̂

ǰ0 ∈ U ′
t̂
✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜②

st❛t❡♠❡♥t ✭✷✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̂✱ U ′
t̂
⊆ Ut̂ ✐s tr✉❡✳ ❚❤❡♥✱ ǰ0 ∈ Ut̂ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts

ĵ
R
−→
t̂

ĵ1 ∈ St̂✳ ◆♦✇✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛✐♠ ✐s tr✉❡ ❢♦r m ≤ m̂ − 1 ❛♥❞ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r

m = m̂✳

▲❡t ĵ
R
−→
t̂

ĵm̂
R
−→
t̂

· · ·
R
−→
t̂

ĵ1 ✇✐t❤
{
ĵ, ĵ1, · · · , ĵm̂

}
⊆ St̂✳ ❉❡✜♥❡ N̂ =

{
i ∈ Nt̂ : hi,t̂ ∈ τ

(
Rĵ , Ot̂

)}

✐✳❡✳ N̂ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❤♦❧❞ ♦♥❡ ♦❢ ❛❣❡♥t ĵ✬s ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛t st❡♣ t̂ ✉♥❞❡r R✳

◆♦t❡ t❤❛t ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ N̂ ❜❡❧♦♥❣s ✐♥ M ❜❡❝❛✉s❡ N̂ ⊆ St̂ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✐s ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❢♦r❡

st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ N̂ ✐s ❛t ❧❡❛st m̂ − 1 s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts

❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t

✐♥ N̂ ✐s ❛t ❧❡❛st m̂ − 1 s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✉♥❞❡r R′✳ ❉❡✜♥❡

N̂ ′ =
{
i ∈ N ′

t̂
: h′

i,t̂
∈ τ

(
Rĵ , O

′
t̂

)}
❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✿

❈❛s❡ ✶✳ N̂ ′ ⊆ N̂ ✳

❙✐♥❝❡ N̂ ′ ⊆ N̂ ✱ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❛❣❡♥t ĵ ❛r❡ ❤❡❧❞ ❜② s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✭❛s St̂ ⊆ S′
t̂
✮

✇❤♦ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st m̂ − 1 s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❛t st❡♣ t̂ ✉♥❞❡r R′✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❣❡♥t ĵ ♣♦✐♥ts ❛t ❛ s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ✐s ❛t ❧❡❛st m̂− 1 s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡

✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✉♥❞❡r R′✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❛❣❡♥t ĵ ✐s ❛t ❧❡❛st m̂ s❛t✐s✜❡❞

❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t✳

❈❛s❡ ✷✳ N̂ ′ * N̂ ✳

❙✐♥❝❡ N̂ ′ * N̂ ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❣❡♥t i′ ∈ N ′
t̂
s✉❝❤ t❤❛t i′ ∈ N̂ ′ ❜✉t i′ /∈ N̂ ✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛❣❡♥t i′

❤♦❧❞s ♦♥❡ ♦❢ ❛❣❡♥t ĵ✬s ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛t st❡♣ t̂ ✉♥❞❡r R′ ❜✉t ♥♦t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ♥❡❡❞s

t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❛❣❡♥t i′ ✐s ❛t ❧❡❛st m̂ − 1 s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t

❛t st❡♣ t̂ ✉♥❞❡r R′✳ ❙✐♥❝❡ O′
t̂
⊆ Ot̂✱ t❤❡r❡ ✐s i ∈ N̂ s✉❝❤ t❤❛t hi,t̂ = h′

i′,t̂
❛♥❞ hi,t̂ 6= h′

i,t̂
❛r❡ tr✉❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t i
R
−→
t̂

im̂−1

R
−→
t̂

· · ·
R
−→
t̂

i1 ✇✐t❤ {i, i1, · · · , im̂−1} ⊆ St̂

✹✼



❜❡❝❛✉s❡ i ∈ N̂ ✳

❙✐♥❝❡ hi,t̂ 6= h′
i,t̂
✱ ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̂ − 1✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t i ∈

CONNM,t̂−1✳ ▲❡t ti ❜❡ t❤❡ ✜rst st❡♣ s✉❝❤ t❤❛t i ∈ CONNM,ti ✳ ❚❤❡♥✱ ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢

❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ ti − 1✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t hi,ti = h′
i,ti

= hi,t̂ ❛♥❞ i
R
−→
ti

im̂−1

R
−→
ti

· · ·
R
−→
ti

i1

✇✐t❤ {i, i1, · · · , im̂−1} ⊆ St̂ ❛r❡ tr✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥ CONNM,ti ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣

❝②❝❧❡ ❜❡❢♦r❡ st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❛❣❡♥t i ✐s ❛t ❧❡❛st m̂− 1 s❛t✐s✜❡❞

❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❛t st❡♣ ti ✉♥❞❡r R′✳

❙✐♥❝❡ h′
i′,t̂

= hi,t̂✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ st❡♣ ẗi ∈
{
ti, · · · , t̂− 1

}
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❣❡♥t i′ ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣

❝②❝❧❡ ✇❤❡r❡ s❤❡ r❡❝❡✐✈❡s ♦❜❥❡❝t hi,t̂✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛❣❡♥t i
′ ♣♦✐♥ts ❛t ❛ s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t

✇❤♦ ✐s ❛t ❧❡❛st m̂−1 s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❣❡♥t

i′ ✐s ❛t ❧❡❛st m̂ s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✉♥❞❡r R′✳ ❙✐♥❝❡ ❛❣❡♥t i′ ✐s ❛t

❧❡❛st m̂ − 1 s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❛❣❡♥t

ĵ ✐s ❛t ❧❡❛st m̂ s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❛s❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ĵ
R′

−→
t̂

ǰm
R′

−→
t̂

· · ·
R′

−→
t̂

ǰ1 ✇✐t❤
{
ĵ, ǰ1, · · · , ǰm

}
⊆

S′
t̂
✐s tr✉❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ĵ

R
−→
t̂

ĵm̂
R
−→
t̂

· · ·
R
−→
t̂

ĵ1 ✇✐t❤
{
ĵ, ĵ1, · · · , ĵm̂

}
⊆ St̂ ❤♦❧❞s✳

❙✐♥❝❡ h′
j′
k̈
,t̃
= a ❛♥❞ hĵ,t̂ = h′

ĵ,t̂
= a✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ st❡♣ ẗ ∈

{
t̂, · · · , t̃− 1

}
s✉❝❤ t❤❛t ❛❣❡♥t j′

k̈
❜❡❝♦♠❡s

♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✉♥❞❡r R′ ✇❤❡r❡ j′
k̈

R′

−→
ẗ

j̃ s✉❝❤ t❤❛t hj̃,ẗ = a✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t j̃ 6= ĵ ✐❢ ❛❣❡♥t

j̃ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦❜❥❡❝t a ✐♥ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ♦❢ s♦♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ s❛② t́ ∈
{
t̂, · · · , ẗ− 1

}
✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❣❡♥t

ĵ ✇❛s ❛t ❧❡❛st m s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❛t st❡♣ t̂ ✉♥❞❡r R′ ❜❡❝❛✉s❡

s❤❡ ✐s ❛t ❧❡❛st m s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❛t st❡♣ t̂ ✉♥❞❡r R✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r

❛♥② tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛❣❡♥t ĵ ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢✱ ❛❢t❡r st❡♣ t̂ ✉♥❞❡r R′✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t ❤❡r ♠✉st

❜❡ ❛t ❧❡❛st m+ 1 s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t s✐♥❝❡ ĵ ∈ S′
t̂
✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ❛❣❡♥t j̃ ✐s ❛t ❧❡❛st m s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t

❛t st❡♣ t́ ✉♥❞❡r R′✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❣❡♥t j̃ ∈ Sẗ ❜❡❝❛✉s❡ ❡✐t❤❡r ❛❣❡♥t j̃ = ĵ ∈ S′
t̂
♦r ❛❣❡♥t j̃ ❜❡❝❛♠❡

♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ❛t st❡♣ t́ < ẗ✳

■t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t
{
j′
k̈
, · · · , j′k

}
⊆ S′

t̃
✳ ❚❤❡♥✱ ❛❣❡♥t i ∈ U ′

t̃
❢♦r s♦♠❡ i ∈

{
j′0, · · · , j

′
k̈−1

}

♦t❤❡r✇✐s❡ j
R′

−→
t̃

j′k
R′

−→
t̃

· · ·
R′

−→
t̃

j′1
R′

−→
t̃

j′0 ✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛❣❡♥t j′
k̈
✐s ✭❛t ♠♦st✮ k̈−1

✹✽



s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R′ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t

❛❣❡♥t j′
k̈
❤❛s ❛ ♣❛t❤ t♦ ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t t❤r♦✉❣❤ ✭❛t ♠♦st✮ k̈−1 s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛t st❡♣ ẗ ✉♥❞❡r

R′ ❜❡❝❛✉s❡ ẗ < t̃✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts j′
k̈

R′

−→
ẗ

j̃ ✐❢ h′
j′
k̈−1

,ẗ
= h′

j′
k̈−1

,t̃
❜❡❝❛✉s❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t✐♥❣✱

❛❣❡♥t j′
k̈
r❡❛❝❤❡s ❛♥ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❛t ❧❡❛st m + 1 s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✇❤✐❧❡ m ≥ k̈ − 1

s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t m + 1 > k̈ − 1 ✐✳❡✳ ❛❣❡♥t j′
k̈
❝❛♥ r❡❛❝❤ ❛ ❝❧♦s❡r ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❜② ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t

❛❣❡♥t j′
k̈−1

❛t st❡♣ ẗ ✉♥❞❡r R′✳ ■❢ h′
j′
k̈−1

,ẗ
6= h′

j′
k̈−1

,t̃
✱ t❤❡♥ ❛❣❡♥t j′

k̈−1
❛❝q✉✐r❡❞ ♦❜❥❡❝t h′

j′
k̈−1

,t̃
❛t s♦♠❡

st❡♣ ❜❡t✇❡❡♥ ẗ ❛♥❞ t̃ ✉♥❞❡r R′✳ ❇✉t t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤♦❧❞s ♦❜❥❡❝t h′
j′
k̈−1

,t̃
❛t

st❡♣ ẗ ♠✉st ❜❡ ✭❛t ♠♦st✮ k̈ − 1 s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❣✐✈✐♥❣ t❤❡

s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛s ✇❤❡♥ h′
j′
k̈−1

,ẗ
= h′

j′
k̈−1

,t̃
✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t pj,t̃ = p′
j,t̃

✐s tr✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃ ✐✳❡✳ st❛t❡♠❡♥t ✭✸✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t

♣♦✐♥t✐♥❣ ❤♦❧❞s ❛t st❡♣ t̃✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃ ✐s tr✉❡ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛

✹ ❛s st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s tr✉❡ ❛t st❡♣ t̃− 1 ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥t ✭✸✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s tr✉❡

❛t st❡♣ t̃✳ �

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ t❤❡ TC r✉❧❡✱ FTC ✱

❞❡t❡r♠✐♥❡s ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡st ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r TC ✲♣❡rs✐st❡♥❝❡ ✐s ♥♦t

✐♥ ❡✛❡❝t✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❝❤ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ♦r t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛t❤s t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❛♠❡

✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r ❛❣❡♥ts ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛s❝❡rt❛✐♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ r❡❢❡rs t♦ TC ✲♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ ✐ts ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✇✐t❤ ♣❡rs✐st❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦♥❧② t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t ❏❛r❛♠✐❧❧♦ ✫ ▼❛♥❥✉♥❛t❤ ❬✽❪ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♠♣♦s❡

t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ FTC ✳

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ❡st❛❜❧✐s❤❡s ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ♦❢ t❤❡ HPO r✉❧❡ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐t s❛t✐s✜❡s ❝♦♥✲

s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❚❤❡ HPO r✉❧❡ s❛t✐s✜❡s ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r R,R′ ∈ RN s✉❝❤ t❤❛t R′ =
(
RN\M , R′

M

)
❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② M ⊆ N ✳ ▲❡t t ❜❡ t❤❡ ✜rst st❡♣

❢♦r ✇❤✐❝❤ s♦♠❡ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❞❡♣❛rts✱ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞✱ ♦r ❜❡❝♦♠❡s ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡ ✉♥❞❡r R✳ ❉❡♥♦t❡

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡♣ ✉♥❞❡r R′ ❛s t′✳ ❉❡✜♥❡ t = min {t, t′}✳ ❙✉♣♣♦s❡ t′ < t✳ ■t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡

HPO r✉❧❡ s❛t✐s✜❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣✳

✹✾



❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② t̃ ∈ {t′, · · · , t− 1} ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ st❡♣s

ẗ < t̃✳ ❚❤❡♥✱ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r st❡♣ t̃ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛r❡ tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ st❡♣s ❜❡❢♦r❡ t ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❡♠❛r❦✳

❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ t̃− 1 ❛♥❞ t̃ < t✱ t❤❡♥

st❛t❡♠❡♥ts ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❤♦❧❞ ❛t st❡♣ t̃ ❜② ▲❡♠♠❛ ✺✳ ❇② st❛t❡♠❡♥t ✭✷✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t

♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃✱ U ′
t̃
⊆ Ut̃ ❛♥❞ Ut̃\U

′
t̃
⊆ CONNM,t̃−1 ❛r❡ tr✉❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ♣♦✐♥ts

♣❡rs✐st❡♥t❧② ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ s❤❡ ♣♦✐♥ts ♣❡rs✐st❡♥t❧② ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R′✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥

❛❣❡♥t ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ✐s ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ s❤❡ ✐s ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛t t̃ ✉♥❞❡r R′ ✐✳❡✳

Ut̃\U
′
t̃
⊆ CONNM,t̃−1 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥② ❛❣❡♥t ✇❤♦ ✐s ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R ❜✉t ♥♦t ✉♥❞❡r R′ ♠✉st ❜❡

♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥M ✉♥❞❡r R✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥Nt̃\CONNM,t̃ ♠✉st ❜❡❧♦♥❣

✐♥ Nt̃−1\CONNM,t̃−1 ❛s ♦t❤❡r✇✐s❡ s❤❡ ❜❡❧♦♥❣s ✐♥ CONNM,t̃−1 ❛♥❞✱ t❤✉s✱ ✐♥ CONNM,t̃ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❛❣❡♥t ✐♥

M ❞❡♣❛rts ♦r ❜❡❝♦♠❡s s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❢♦r❡ st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ✐t ♠✉st

❜❡ t❤❛t pj,t̃−1 = p′
j,t̃−1

❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✸✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃− 1✳ ❙♦✱ ❛♥② ❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃

✇❤♦ ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ♣❡rs✐st❡♥t❧② ❛t st❡♣ t̃✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t pj,t̃ = pj,t̃−1 ❛♥❞ p′
j,t̃

= p′
j,t̃−1

❛r❡ tr✉❡ ✐✳❡✳ ❛❣❡♥t j ♣♦✐♥ts

♣❡rs✐st❡♥t❧② ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t pj,t̃ = p′
j,t̃

♠✉st ❤♦❧❞ ❛s pj,t̃−1 = p′
j,t̃−1

✐s

tr✉❡✳

◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s ❢♦r t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ ♥♦t ♣♦✐♥t✐♥❣ ②❡t ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R

❛♥❞ R′ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ FHPO ✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥② ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥t j

s✉❝❤ t❤❛t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳ ❇② st❛t❡♠❡♥t ✭✷✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃✱ ❛❣❡♥t j ✐s ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ✉♥❞❡r

R ❛♥❞ R′ ❜❡❝❛✉s❡ Ut̃\U
′
t̃
⊆ CONNM,t̃−1 ✐s tr✉❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡r② ❛❣❡♥t ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣❡❞ ✐♥

Nt̃−1\CONNM,t̃−1 ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❝❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ♣♦✐♥ts ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✱ s❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦

❞♦ s♦ ❛t ❧❡❛st ✉♥t✐❧ st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡♥✱ ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃ − 1✱ ❢♦r ❡❛❝❤

❛❣❡♥t i ∈ Nt̃\CONNM,t̃ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t hi,t̃ = h′
i,t̃

❜❡❝❛✉s❡ ❛❣❡♥t i ∈ Nt̃−1\CONNM,t̃−1✳ ❙✐♥❝❡

❛❣❡♥t j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t pj,t̃ ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t pj,t̃ = p′
j,t̃

❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ♦❜❥❡❝t ✐♥ τ
(
Rj , O

′
t̃

)
♠✉st ❜❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ♦❜❥❡❝t ✐♥ τ (Rj , Ot̃) ❛s O′

t̃
⊆ Ot̃ ❛♥❞

Ot̃\O
′
t̃
⊆ hCONNM,t̃−1,t̃

❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✶✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤✐s ♦❜❥❡❝t ✐s ♦✇♥❡❞

❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛❣❡♥t ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′ ❛s pj,t̃ ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳

▲❡t L ❛♥❞ L′ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ s♦ ❢❛r ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡

✺✵



U ′
t̃
⊆ Ut̃ ❛♥❞ Ut̃\U

′
t̃
⊆ CONNM,t̃−1✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t L′ ⊆ L ❛♥❞ L\L′ ⊆ CONNM,t̃−1 ❛r❡ tr✉❡✳ ▲❡t ❛❣❡♥t

j1 ∈ Nt̃\CONNM,t̃ ❜❡ t❤❡ ✜rst ❛❣❡♥t ❝❤♦s❡♥ t♦ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ✇❤♦ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ L

✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡♥✱ ❛❣❡♥t j1 ♠✉st ❜❡ t❤❡ ✜rst ❛❣❡♥t ❝❤♦s❡♥ t♦ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ✇❤♦ ❛r❡

♥♦t ✐♥ L′ ✉♥❞❡r R′ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r✐t②

♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t❤❡② ❤♦❧❞ ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s tr✉❡ ❛t st❡♣ t̃− 1✳ ❙✐♥❝❡ L′ ⊆ L

❛♥❞ L\L′ ⊆ CONNM,t̃−1 ❛r❡ tr✉❡✱ ❢♦r ❛♥② ❛❣❡♥t ✇❤♦ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ♣♦✐♥t ❜❡❢♦r❡ ❛❣❡♥t j1 ✉♥❞❡r R✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉st ❜❡ tr✉❡✿

✶✳ ❙❤❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ♣♦✐♥t ❜❡❢♦r❡ ❛❣❡♥t j1 ✉♥❞❡r R′✱

✷✳ ❙❤❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❞❡♣❛rt❡❞ ✉♥❞❡r R′✱ ♦r

✸✳ ❙❤❡ ❤♦❧❞s ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝ts ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❣❡♥t i ∈ Nt̃ ✇❤♦ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❞❡♣❛rt❡❞ ✉♥❞❡r R′✳ ❚❤❡♥✱ ❛❣❡♥t i ✐s ❛❧r❡❛❞② ❧❛❜❡❧❡❞ ✉♥❞❡r R

❜❡❝❛✉s❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤❛s ❞❡♣❛rt❡❞ ✉♥❞❡r R′ ❜✉t ♥♦t ✉♥❞❡r R ♠✉st ❜❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t

❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ M ❛♥❞ s❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❞♦ s♦ ❛t ❧❡❛st ✉♥t✐❧ st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❣❡♥t i ∈ CONNM,t̃

❛♥❞ ❛❣❡♥ts ✐♥ CONNM,t̃ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ♣♦✐♥t ♣❡rs✐st❡♥t❧② ❛t ❧❡❛st ✉♥t✐❧ st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❣❡♥t

i ∈ N ′
t̃
s✉❝❤ t❤❛t hi,t̃ 6= h′

i,t̃
✳ ❚❤❡♥✱ ❜② st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃−1✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t ❛❣❡♥t

i ∈ CONNM,t̃−1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❛❣❡♥t i ❜❡❝❛♠❡ ♣❛rt ♦❢ CONNM,ẗ ❛t s♦♠❡ st❡♣ ẗ < t̃✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

hi,t̃, h
′
i,t̃

∈ hCONNM,t̃−1,t̃
❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❝❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ♣♦✐♥ts ✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✱ s❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s

t♦ ❞♦ s♦ ❛t ❧❡❛st ✉♥t✐❧ st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❤❡❧❞ ❜② ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r

R✳ ❙♦✱ ❜❡❢♦r❡ ❛❣❡♥t j1 ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♣♦✐♥t ❛t st❡♣ t̃✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ❤❡❧❞ ❜② ❧❛❜❡❧❡❞ ❛❣❡♥ts ✉♥❞❡r

R′ ♠✉st ❜❡ ❤❡❧❞ ❜② ❧❛❜❡❧❡❞ ❛❣❡♥ts ✉♥❞❡r R ❛s ✇❡❧❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥② ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✉♥❞❡r R ❜✉t ♥♦t

✉♥❞❡r R′ ♠✉st ❜❡❧♦♥❣ ✐♥ Nt̃\N
′
t̃
⊆ CONNM,t̃−1✳ ❆❣❡♥t j1 ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤♦❧❞s ♦♥❡ ♦❢ ❤❡r

♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❝❤ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛❣❡♥ts✱ ❛❣❡♥t j1 ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛❣❡♥t

✇❤♦ ❤♦❧❞s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ≺✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞

t❤❛t t❤✐s ♦❜❥❡❝t ✐s ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛❣❡♥t ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳ ❙✐♥❝❡ ❛❣❡♥t j1 ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱

t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t pj1,t̃ ∈ Nt̃\CONNM,t̃ ✐s tr✉❡✳ ▲❡t pj1,t̃ = ĵ1✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ♣❡rs✐st❡♥❝❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t

j1, ĵ1 ∈ Nt̃−1\CONNM,t̃−1 ♦t❤❡r✇✐s❡ j1, ĵ1 ∈ Nt̃\CONNM,t̃ ✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❝❡ ❛♥ ❛❣❡♥t ♣♦✐♥ts

✺✶



✭❞✐r❡❝t❧② ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②✮ ❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ✐♥ M ✱ s❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❞♦ s♦ ❛t ❧❡❛st ✉♥t✐❧ st❡♣ t ✉♥❞❡r R✳ ❚❤❡♥✱ ❜②

st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃−1✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t h
ĵ1,t̃

= h′
ĵ1,t̃

= a ✐s tr✉❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❣❡♥t ĵ1

❤❛s ♥♦t ❞❡♣❛rt❡❞ ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R′ ❜❡❝❛✉s❡ Nt̃\N
′
t̃
⊆ CONNM,t̃−1 ✐✳❡✳ ❛♥② ❛❣❡♥t ✇❤♦ ❤❛s ❞❡♣❛rt❡❞ ❛t st❡♣ t̃

✉♥❞❡r R′ ❜✉t ♥♦t ✉♥❞❡r R ♠✉st ❜❡❧♦♥❣ ✐♥ CONNM,t̃−1 ✇❤❡r❡❛s ❛❣❡♥t ĵ1 ∈ Nt̃−1\CONNM,t̃−1✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

❛❣❡♥t ĵ1 ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛❣❡♥t j1 ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♣♦✐♥t ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❛t

pj1,t̃ = p′
j1,t̃

✳ ❯♣❞❛t❡ L ❛♥❞ L′ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ s♦ ❢❛r ❛t st❡♣ t̃ ✉♥❞❡r R ❛♥❞

R′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❣❛✐♥✱ L′ ⊆ L ❛♥❞ L\L′ ⊆ CONNM,t̃−1 ♠✉st ❜❡ tr✉❡✳ ◆♦✇✱ ❧❡t ❛❣❡♥t j2 ∈ Nt̃\CONNM,t̃

❜❡ t❤❡ ♥❡①t ❛❣❡♥t ❝❤♦s❡♥ t♦ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✐♥ Nt̃\CONNM,t̃ ✇❤♦ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ L ✉♥❞❡r R✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❛s ❢♦r ❛❣❡♥t j1✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t pj2,t̃ = p′
j2,t̃

✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t pj,t̃ = p′
j,t̃

❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✳

❙✐♥❝❡ pj,t̃ = p′
j,t̃

✭st❛t❡♠❡♥t ✭✸✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃✮ ❛♥❞ hj,t̃ = h′
j,t̃

✭st❛t❡♠❡♥t ✭✹✮ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t

♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t st❡♣ t̃− 1✮ ❛r❡ tr✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ Nt̃\CONNM,t̃✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t hj,t̃+1 = h′
j,t̃+1

❢♦r ❡❛❝❤

j ∈ Nt̃\CONNM,t̃ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❢♦r t❤❡ HPO

r✉❧❡✳ �

❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ HPO r✉❧❡✱ FHPO ✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t❡❡s ♦❢ t❤❡

✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛❢t❡r ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♥s✉r❡❞✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡

♣♦✐♥t❡❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛❣❡♥ts ✇❤♦ ❛r❡ ♥♦t ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✇❡❛❦

❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ❢♦r t❤❡ HPO r✉❧❡ ✐s s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ t❤❡ TC r✉❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❥✉st r❡q✉✐r❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧❡❞ ❛❣❡♥ts✱ ✉♥❞❡r R ❛♥❞ R′✱ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ HPO r✉❧❡ s❛t✐s✜❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥st❡❛❞

♦❢ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♣❤❛s❡✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r t❤❡ TTAS ✱ TC ✱ ❛♥❞

HPO r✉❧❡s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❋♦r ❛ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t r✉❧❡s

✇❤✐❝❤ ❛r❡ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❡❛❦ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♥❣ ✭❤❡♥❝❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧✮✱ ✇❡❛❦❧② ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢

✭❤❡♥❝❡✱ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢ ✮✱ ❛♥❞ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♥❣ ✭✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝♦r❡ ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✮✳

✺✷



✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❤❡♥ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥

t♦ s❛t✐s❢② ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ ✇❡❛❦ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ str❛t❡❣②

♣r♦♦❢♥❡ss✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡

❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ■ s❤♦✇ t❤❛t t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡

❡①✐st✐♥❣ r✉❧❡s ✲ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❛❜s♦r❜✐♥❣ s❡ts✱ t♦♣ ❝②❝❧❡s✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ♦❜❥❡❝t r✉❧❡s ✲ s❛t✐s❢② ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣

str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦✈❡s t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤

P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡

t❤❡ t♦♣ ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ♦❜❥❡❝t r✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦✈❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t r✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❡❛❦ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♥❣ ✭❤❡♥❝❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② r❛t✐♦♥❛❧✮✱

✇❡❛❦❧② ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢ ✭❤❡♥❝❡✱ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢ ✮✱ ❛♥❞ ❝♦r❡✲s❡❧❡❝t✐♥❣ ✭✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝♦r❡ ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✮✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t ✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss ✐s ♥♦t

r❡str✐❝t✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡①✐st✐♥❣

♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t♦ ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ■t ♠✐❣❤t ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢

t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥② r✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❛❜❛♥ ✫ ❙❡t❤✉r❛♠❛♥ ❬✶✼❪ ✇❤✐❝❤ ❢❛✐❧ t♦ s❛t✐s❢②

✇❡❛❦ ❣r♦✉♣ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢♥❡ss✳
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❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆t✐❧❛ ❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦❣❧✉ ❛♥❞ ❚❛②❢✉♥ ❙ö♥♠❡③✳ ❍♦✉s❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ t❡♥❛♥ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❚❤❡♦r②✱ ✽✽✿✷✸✸✕✷✻✾✱ ✶✾✾✾✳

❬✷❪ ❏♦r❣❡ ❆❧❝❛❧❞❡✲❯♥③✉ ❛♥❞ ❊❧❡♥❛ ▼♦❧✐s✳ ❊①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❣♦♦❞s ❛♥❞ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s✿ ❚❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣

❛❜s♦r❜✐♥❣ s❡ts ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r✱ ✼✸✭✶✮✿✶✕✶✻✱ ✷✵✶✶✳

❬✸❪ ❍❛r✐s ❆③✐③ ❛♥❞ ❇❛rt ❞❡ ❑❡✐❥③❡r✳ ❍♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡ts ✇✐t❤ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s✿ ❆ t❛❧❡ ♦❢ t✇♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■♥ ❆❆❆■

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✷✵✶✷✳

❬✹❪ ❈❤❛r❧❡s ●✳ ❇✐r❞✳ ●r♦✉♣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❛ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❣♦♦❞s✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs✱

✶✹✿✸✵✾✕✸✶✸✱ ✶✾✽✹✳

❬✺❪ ❆♥♥❛ ❇♦❣♦♠♦❧♥❛✐❛✱ ❘❛❥❛t ❉❡❜✱ ❛♥❞ ▲❛rs ❊❤❧❡rs✳ ❙tr❛t❡❣②✲♣r♦♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡

❞♦♠❛✐♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✷✸✭✷✮✿✶✻✶✕✶✽✻✱ ✷✵✵✺✳

❬✻❪ ▲❛rs ❊❤❧❡rs✳ ❈♦❛❧✐t✐♦♥❛❧ str❛t❡❣②✲♣r♦♦❢ ❤♦✉s❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✵✺✭✷✮✿✷✾✽✕✸✶✼✱

✷✵✵✷✳

❬✼❪ ▲❛rs ❊❤❧❡rs✳ ❚♦♣ tr❛❞✐♥❣ ✇✐t❤ ✜①❡❞ t✐❡✲❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ ♠❛r❦❡ts ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❣♦♦❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❚❤❡♦r②✱ ✶✺✶✿✻✹✕✽✼✱ ✷✵✶✹✳

❬✽❪ P❛✉❧❛ ❏❛r❛♠✐❧❧♦ ❛♥❞ ❱✐❦r❛♠ ▼❛♥❥✉♥❛t❤✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛❦❡s ✐♥ str❛t❡❣②✲♣r♦♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥

♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✶✹✼✭✺✮✿✶✾✶✸✕✶✾✹✻✱ ✷✵✶✷✳

❬✾❪ ❏✐♥♣❡♥❣ ▼❛✳ ❙tr❛t❡❣②✲♣r♦♦❢♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ str✐❝t ❝♦r❡ ✐♥ ❛ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r②✱ ✷✸✿✼✺✕✽✸✱ ✶✾✾✹✳

❬✶✵❪ ❊✐✐❝❤✐ ▼✐②❛❣❛✇❛✳ ❙tr❛t❡❣②✲♣r♦♦❢♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❝♦r❡ ✐♥ ❤♦✉s❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝

❇❡❤❛✈✐♦r✱ ✸✽✭✷✮✿✸✹✼✕✸✻✶✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✶❪ ❙③✐❧✈✐❛ Pá♣❛✐✳ ❙tr❛t❡❣②♣r♦♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❜② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✽✭✻✮✿✶✹✵✸✕✶✹✸✹✱ ✷✵✵✵✳

❬✶✷❪ ❈✳ ●✳ P❧❛①t♦♥✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r ❤♦✉s✐♥❣ ♠❛r❦❡ts ✇✐t❤ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r②✱ ✷✵✶✸✳

✺✹



❬✶✸❪ ▼❛r❡❦ P②❝✐❛ ❛♥❞ ▼✳ ❯t❦✉✳ Ü♥✈❡r✳ ■♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ r❡s♦✉r❝❡s✳

❯❈▲❆ ❛♥❞ ❇♦st♦♥ ❈♦❧❧❡❣❡✱ ✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♠✐♠❡♦✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✹❪ ❆❧✈✐♥ ❊✳ ❘♦t❤✳ ■♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❛ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✾✿✶✷✼✕✶✸✷✱

✶✾✽✷✳

❬✶✺❪ ❆❧✈✐♥ ❊✳ ❘♦t❤ ❛♥❞ ❆♥❞r❡✇ P♦st❧❡✇❛✐t❡✳ ❲❡❛❦ ✈❡rs✉s str♦♥❣ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡

❣♦♦❞s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✹✿✶✸✶✕✶✸✼✱ ✶✾✼✼✳

❬✶✻❪ ❆❧✈✐♥ ❊✳ ❘♦t❤✱ ❚❛②❢✉♥ ❙ö♥♠❡③✱ ❛♥❞ ▼✳ ❯t❦✉✳ Ü♥✈❡r✳ ❑✐❞♥❡② ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱

✶✾✭✷✮✿✹✺✼✕✹✽✽✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✼❪ ❉❛♥✐❡❧❛ ❙❛❜❛♥ ❛♥❞ ❏❛② ❙❡t❤✉r❛♠❛♥✳ ❍♦✉s❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❡❡♥t❤

❆❈▼ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✲ ❊❈ ✶✸✳ ❆❈▼ Pr❡ss✱ ✷✵✶✸✳

❬✶✽❪ ▼❛r❦ ❆✳ ❙❛tt❡rt❤✇❛✐t❡ ❛♥❞ ❍✉❣♦ ❙♦♥♥❡♥s❝❤❡✐♥✳ ❙tr❛t❡❣②✲♣r♦♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡

♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s✱ ✹✽✭✹✮✿✺✽✼✱ ✶✾✽✶✳

❬✶✾❪ ▲❧♦②❞ ❙❤❛♣❧❡② ❛♥❞ ❍❡r❜❡rt ❙❝❛r❢✳ ❖♥ ❝♦r❡s ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐s✐❜✐❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱

✶✿✷✸✕✸✼✱ ✶✾✼✹✳

❬✷✵❪ ❚❛②❢✉♥ ❙ö♥♠❡③✳ ❙tr❛t❡❣②✲♣r♦♦❢♥❡ss ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② s✐♥❣❧❡✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦r❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✻✼✭✸✮✿✻✼✼✕✻✽✾✱

✶✾✾✾✳

❬✷✶❪ ❆❦✐❤✐s❛ ❙♦♥♦❞❛✱ ❊ts✉s❤✐ ❋✉❥✐t❛✱ ❚❛✐❦✐ ❚♦❞♦✱ ❛♥❞ ▼❛❦♦t♦ ❨♦❦♦♦✳ ❚✇♦ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ❢♦r tr❛❞✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡

✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❣♦♦❞s ✇✐t❤ ✐♥❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❚✇❡♥t②✲❊✐❣❤t❤ ❆❆❆■ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧

■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳ ❆❆❆■✱ ✷✵✶✹✳

❬✷✷❪ ❏✉♥ ❲❛❦♦✳ ❙♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✇❡❛❦ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❣♦♦❞s✳ ❚❤❡

❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s ◗✉❛rt❡r❧②✱ ✹✷✿✸✵✸✕✸✶✹✱ ✶✾✾✶✳

✺✺


